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Inga hjilpmedel &r tillatna. Losningarna skall vara fullstindiga, vialmotiverade, ordentligt skrivna och
avslutade med ett svar. Svaren ska ges pa sa enkel form som mgojligt.

Kom ihag att skriva program och grupp pa omslaget.

Uppgifterna bedéms med 0-3 podng. For godkint betyg ricker 7Tp. Svar och l6sningsforslag finns pa
kurshemsidan efter tentamens slut. Lycka till!

1.

(a) Faktorisera polynomet z3 — 22 — 9z + 9 sa langt som majligt.

(b) Los ekvationen iz + 2z = 5+ 44.
100

(c) Berikna » (2k +3).
k=2

Bestiam alla 16sningar till ekvationen 22 + 2z — 4iz + 2 — 167 = 0.

9
2¢ —1°

Bestam alla reella tal z sadana att 2z — 1 >

. Bestim alla reella 16sningar till ekvationen v/2x2 + 2x — 23 + 2 = x.

Visa, med utgangspunkt i binomialkoefficientens definition, att

O-Go+ ()

for heltal n och k sadana att n > k > 1.
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1.

2.

(a) Man kan gissa att = 1 &r en rot till polynomet p(z) = 2® — 22 — 9z + 9. Enligt faktorsatsen
sa delar 2 — 1 polynomet p(z). Med hjilp av polynomdivision fas att p(z)/(x — 1) = 2% — 9.
Alltsa kan vi skriva p(z) = (z — 1)(2? — 9). Vi forsoker faktorisera 22 — 9 genom hitta rétter
till detta polynom. Rotterna till 22 —9 &r 2 = 3 och = —3. Enligt faktorsatsen kan vi skriva
22 — 9 = (x — 3)(z + 3) vilket ger att det ursprungliga polynomet kan faktoriseras som

23— 2% —9r+9=(z—1)(x+3)(x - 3).
(b) Genom att sitta z = x + iy, dir z,y € R, blir ekvationen

i(z+1y)+2(r—dy) =5+4i &
—y+2z+i(zr—2y) =5+4i

Eftersom x,y € R sa loses denna ekvation nér realdelarna i vénster- och hogerledet &r lika,
och nér imaginédrdelarna i vénster- och hogerledet ar lika. Detta ger ekvationssystemet

42 = - _
y+2x=5 - Y 1
r—2y=4 r=2
Losningen till ekvationen &r saledes z = 2 — 1.

(c) Detta #r en aritmetisk summa, eftersom skillnaden mellan tva pa varandra foljande termer
ar 2. Det dr 99 (= 100 — 2+ 1) termer i summan, forsta termen &r 7, och sista termen &r 203.
Vi kan da berékna summan som

100

> (2k+3)=99-

k=2

7203 =99 -105 = 10395.

Vi borjar med att kvadratkomplettera polynomet. Vi far

22422 —4iz+2—-16i= (2 +1—2i)% — (1 —2i)> +2 — 16i
=(z+1—2i)+5—12i.

Den ursprungliga ekvationen ar alltsa ekvivalent med
(z4+1—2i)% = =5+ 12i.

Vi infér en ny variabel w = z 4+ 1 — 24 och ekvationen ovan blir d& w? = —5 + 124. Denna ekvation
loser vi genom att sétta w = x + iy (dér =,y € R), vilket ger

22 —y? + Zizy = -5+ 12i
som &r ekvivalent med ekvationssystemet
1,2 _ y2 — _5
2y = 12.

Vi anvinder oss nu dven av ”hjilpekvationen”, vilken fas genom att beridkna absolutbeloppet av

varje sida i ekvationen w? = —5+12i; alltsa |w?| = | — 5+ 12i| vilket ger att 2 +y? = /169 = 13.
Denna ekvation, tillsammans med z? — y? = —5 ger att 222 = 8, vilket ger att x = 2 eller z = —2.
For att berikna motsvarande virde pa y, sa anvinder vi ekvationen 2zy = 12, vilket ger att y = 3
dad x =2 och y = —3 d& = —2. Detta ger tva losningar for ekvationen w? = —5 + 12i; ndmligen,
w = 24 3i och w = —2 — 3i. Eftersom z = w — 1 4+ 24 far vi 16sningarna till den ursprungliga

ekvationen som

z=14+5i och z=-3-—1.



3. Vi borjar med att skriva om olikheten genom att skriva bada termerna pa samma sida av olikhets-
tecknet och sedan pa gemensam ndmnare. Alltsa

9 (22 —1)2 -9

20— 1> 20 — 1 — - >
SR T w1209 o1 =20
42 — 4z -8 2?2 —x—2 (x —2)(x+1)
— >0 — >0 ——= >0

2¢ — 1 = 20 —1 — 2 — 1 =7

déir den sista faktoriseringen fis genom att finna rétterna till polynomet 22 — z — 2. Vi kan nu
studera tecknet av vinsterledet genom foljande teckentabell:

-1 1 2
=2 - -|-|-1]1-1]10]+
s+l [-]0 |+ [+ ][+ ][+]+

20—1 |- - |- |0 |+ ]|+]|+
E2E [ o[+ |Aa]-]o]+

Fran denna tabell foljer det att (x —2)(x +1)/(2x —1) > 0da -1 <z <1/2 och x > 2.
4. Vi borjar med att skriva om ekvationen (notera ekvivalens- och implikationspilarna):
V22 420 —2342=2o /202420 -23 =2 -2
222 + 22 — 23 = (. — 2)? & 2% + 62 — 27 = 0.
Vi 16ser nu den uppkommna ekvationen med hjilp av kvadratkomplettering:

2246z -2T=06 (r+3)2-9-2T=0& (z+3)° =36

x = 3 eller x = —9.

Eftersom vi inte bara har skrivit om den ursprungliga ekvationen med ekvivalenta uttryck sa maste
vi kontrollera att dessa tva losningar dr 16sningar till den ursprungliga ekvationen.

z=3: V212422 —23+2=V1+2=2z.
x=-9: V212422 —-23+2=1142+#x.

Alltsa #r endast = 3 en 16sning till ekvationen.

5. Fran binomialkoefficientens definition far vi att
n—1 n—1 (n—1)! (n—1)!
+ = + .
k-1 k (k=D (n—=FkK)! kl(n—Fk—-1)!
Eftersom k(k — 1)! =kl och (n — k)(n — k — 1)! = (n — k)! far vi att
n—1 n n—1 _k(n—l)!+(n—1)!(n—k)
E—1 k) kl(n—k) El(n — k)!
(n—=DWk+n—-k) n(n—1)!
kl(n —k)! kl(n—k)!

= = ()

vilket avslutar beviset.



