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1.

94
(a) Skriv 1 +§, pa formen a + bi dir a,b € R.

—3i
(b) Bestdm alla z € R som uppfyller |2z 4+ 1| =z — 1.

(c) Bestim alla z € R sa att V222 —x — 2 = z.

. Bestdm de x € R som uppfyller olikheten

8z — 222

> 1.
3x + 2

Bestéam alla 16sningar till ekvationen 22 — 3iz +i — 3 = 0.

Berakna summan
10

> (B+3k+E+35).
k=-10

For varje polynom p(x) och g(z) sa finns det polynom k(x) och r(x) sddana att

p(x) = q(x)k(z) + r(z),

diir r(x) har strikt mindre grad én ¢(z). Anviind detta for att visa foljande pastaenden:

(a) Om z — ¢ delar polynomet p(x) sa ir p(c) = 0.
(b) Om p(c) = 0 sa delar  — ¢ polynomet p(z).



Losningsskisser for TTIT02 2013-11-20

1. (a) Fér varje komplext tal z # 0 definieras 1/z = z/|z|?, vilket ger att

241 4+ 3 443 1 2
= (244) — —(2419)- — - 442
Tos o G g = G g =g
(b) Eftersom 2x +1 = 0 da = —1/2 sa delar vi upp problemet i tva fall. Vi antar forst att
x < —1/2. T detta intervall géller det att 2z + 1 < 0 och vi har att
x<-—1/2: e+1=2-1 & —-2z+1)=z-1 & zx=0.

Eftersom z = 0 inte uppfyller x < —1/2 sa maste vi bortse fran den lsningen (vi kan enkelt
kontrollera att z = 0 e]j &r en 16sning). Lat oss nu anta att « > —1/2 vilker ger att 2z 4+1 > 0
och vi har att

x>-—1/2: Re+1l=2z-1 & 2x+l=2-1 & z=-2
Eftersom x = —2 inte uppfyller x > —1/2 sa maste vi bortse fran den losningen (vi kan ocksa
kontrollera att * = —2 inte 16ser ekvationen). D& vi har undersckt ekvationen for alla = sa

drar vi slutsatsen att ekvationen saknar 16sningar.

(¢) Genom att kvadrera bada sidor av ekvationen far vi

22—z —2=2 = Wr-—-2-2=1> & PX-—2-2=0 <

1212—O<:> 1—i3<:> =2ell =-1
X B 1 = X 2— ) Xr = eller r = .

Eftersom vi ej har ekvivalens mellan alla steg, sa maste vi prova dessa rotter i ursprungsekva-
tionen. Da z = 2 fas

V22 —z—2-2=/8-2-2-2=V4-2=0,

och z = —1 ger

V22 —z—2—2=+2-(-1)—2—-(-1)=V1+1=2#0.
Alltsa &r x = 2 den enda losningen till den givna ekvationen.

2. Vi borjar med att se till att alla termer star pa endast en sida av olikheten, samt att de star med
en gemensam namnare:

8x72z2>1 - 8x — 212 150 o 5x72x272>0
3z +2 3z +2 3x+2 '
Polynomet 5z — 222 — 2 har rotterna 2 och 1/2, vilket medfor att 5z —22% —2 = —2(z —2)(z —1/2).
Da vi anviander detta i olikheten far vi
8z — 222 —2(z — 2)(z — 1/2)

—>1 &
3r+2 3x + 2

>0,

och vi fortsétter genom att konstruera en teckentabell:

-2/3 1/2 2
3r+2 - O |+ | + |+ |+ ]|+
z—1/2 - - -0 [ F [+ ]+

x—2 - - - - - 10|+
) _ _ _ N N
*Q(w;i)ia;*l/?) +| A - 0o |+1o0]| -

Fran teckentabellen avldser vi att —2(z — 2)(z —1/2)/(3z +2) > 0 da

<x <2

2 1
_Z 11 -
xr < 3 eller 5



3. Lat oss borja med att kvadratkomplettera ekvationen:

3\° 3\° 3\ 3
2 -3iz+i—-3=0 & (z—Qi) —(—22') +i-3=0 & (z—2i> =

Nu sétter vi w = z — 3i/2 och loser forst ekvationen w? = 3/4 — i genom att sitta w = x + iy.
Genom att jamfora realdelar och imaginérdela i vanster- och hogerledet fas

3 x2fy2:§
+iy)=-i < 4 1
(o+iy)? =5 - {M:_l (1

Vi anviinder oss nu av en extra ekvation (den sa kallade ”hjilpekvationen”), som fas av

w —§—i = |uw|*= §—i
4 4

Genom att addera denna ekvation till 2% —y® = 3/4 fas att x = £1. Genom att anviinda ekvationen
2zxy = —1 ger detta

r=1: 2oy =—-1 & 2y=-1 & y=—=
r=—1: 20y =—1 & 2y=1 & y=-—.

Alltsa har vi visat att ekvationssystemet (1) har 16sningarna

(z,y) =(1,-1/2) eller (z,y9) =(-1,1/2),

vilket betyder att w? = 3/4 — i har 16sningarna

1
wzlfii eller w:71+§i.

Eftersom z = w + 3i/2 ger detta slutligen att z? — 3iz + i — 3 har ldsningarna

z=14+1 eller z=-1+2i.

4. Vi bérjar med att dela upp summan i 3 delar (som vi betecknar med S7, Se och S3):

10

10
> B43k+E+3) = > (3+3k)+ Z 3" + Z kK =81+ 52 + Ss.

k=-10 k=—10 k=—10 k=—10
Vi noterar att S; ar en aritmetisk summa och att Sy dr en geometrisk summa, vilket ger att

34+3-(-10)+3+3-10

S = . 21 =3.21=63
1
— k _ 10
Sy = Z 3 310 gt la3a 43
k=-10
20
1 20 1 k 1 321_1 1 11 —10
=g (L+3+--+3 )2@23 =31 —53 —3")

Vad blir S3? Det &r enkelt att kontrollera att S3 varken &r en aritmetisk eller geometrisk summa.
Déaremot far man att

S3= (=10 +(=9)* + -+ (-1)> + 0+ 1° + -+ - + 9 + 10°
=10 +10° -9 +9* +... 13+ 13+ 0=0.
Dessa utrdkningar ger tillslut att

10
> (B+3k+k +3") =9+ 5+ 55 =63+ 3 (311 3719).
k=-10



(a) Vi antar att  — ¢ delar p(z) och skall visa att p(c) = 0. Att 2 — ¢ delar p(z) betyder att det
finns ett polynom k(z) sadant att

p(@) = (@ - Ok(z)

eftersom resten r(z) = 0. Detta ger att p(c) = (¢ — ¢)k(c) = 0.

(b) Vi antar att p(c) = 0 och skall visa att & — ¢ delar p(x). Enligt uppgiften sa vet vi att det
finns polynom k(x) och r(x), dér r(x) har (strikt) mindre grad dr x — ¢ (= ¢(z)), sddana att

p(x) = (x = )k(z) + ()

Eftersom r(x) har strikt mindre grad &n = — ¢ s maste graden av r(x) vara 0, vilket betyder
att r(z) = r € R. Alltsa har vi att

p(z) = (x — c)k(z) + .
Nu anvénder vi antagandet att p(c) = 0 vilket ger att
0=(c—0ok(c)+r < r=0.
Alltsa, da p(c) = 0 finns det ett polynom k(z) sadant att
p(x) = (z — c)k(z)

vilket innebér att = — ¢ delar p(z) (ty resten &r 0).



