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Inga hjilpmedel &r tillatna. Losningarna skall vara fullstindiga, vialmotiverade, ordentligt skrivna och
avslutade med ett svar. Svaren ska ges pa sa enkel form som mgjligt.

Uppgifterna bedoms med 0-3 poing. For godként betyg ricker 7p. Svar och 16sningsforslag finns pa
kurshemsidan efter tentamens slut. Lycka till!

1. (a) Bestdm alla z € C sadana att 2z(2 +¢) + 2z(1 —4) = 11 — 44. (1p)
10

(b) Beriikna summan Z(l + 55). (1p)
k=0

(c¢) Bestdm alla x € R sadana att |z — 1] — 2z — 1 =0. (1p)

2. Bestim alla z € C sadana att 22 — (1 +i)z + 2+ 2i = 0.

3. Bestam alla € R sadana att

V-5+9r —522 + 23 =1—1.

4. For vilka x € R géller olikheten

r(2? —x—1)
Sx—2—2x2 —

5. For varje heltal n > 0 definieras summan

2= () 0)-()-0) ()

Visa att |S,| = (v/2)" for alla heltal n > 0.



Losningsskisser for TTIT02 2013-11-30

1. (a) Visitter z = x + iy, med z,y € R, vilket ger att ekvationen blir ekvivalent med
20 —iwy)2+i)+2x+iy) (1 —i)=11-4i <& 6rx+4y—2iy=11—4i

Genom att jamfora real- och imaginérdelar fas att

6x + 4y = 11 =1
bu+dy—2ig—11—4i « 0T s {F70
2u=4 y=2
vilket medfor att 16sningen till ekvationen ges av z = % + 2i.
(b) Summan kan delas upp i tva summor som
10 10 10 10
dDa+sF) =314 sk =114 5~
k=0 k=0 k=0 k=0
Den kvarstaende summan dr geometrisk och vi berdknar
10 10 511 1 1
1455 =11 =11 = —(43+ 5.
> 45k +>°5 e = (43451
k=0 k=0
(c¢) Eftersom
r—1lomax>1
|z —1] =
—(r—1omz<1
sa delar vi upp problemet i tva fall.
x>1: lt—1]-2z-1=0 & z-1-2z—-1=0 < z=-2
Eftersom —2 < 1 sa bortser vi fran denna losning. I det andra fallet far vi
x<1: lt—1-22-1=0 & —(z—-1)—-2z—-1=0 & z2=0

vilket dr en losning ty 0 < 1 (vi kan ocksa kontrollera detta direkt i ursprungsekvationen).
Alltsa dr x = 0 den enda 16sningen till ekvationen.

2. Kvadratkomplettering ger

1 N\ 2 1 -\ 2
2o (14i)2+2+2i=0 < (z— H) —( “) F242i=0 <

2 2
1 N\ 2
(z H) _ 93
2 2

Nu infor vi w = z — (1 4 ¢)/2 vilket ger ekvationen

3

For att finna w sétter vi w = x + ¢y vilket ger

3 22 —y? =-2
(x+iy)’=-2—i & { 3
2 2xy = -5
Vi anviinder oss ocksa av den sa kallade ”hjélpekvationen”:
3 3 9 5
w2:—2—§i = |w2:‘—2—2i = +y’= 4+ =5




och genom att addera denna ekvation till 22 — y? = —2 fis att © = :I:%. Da vi sétter in dessa

losningar i ekvationen 2zy = —3/2 far vi att

:rzlz 2 ly:f§ < y:f§
2 2V 7 72 2
_ 1 2.<_1> _ 3 4,23
T 2)Y " 72 Y=y

Detta ger att alla l6sningar till w? = —2 — 3i/2 ges av

’LU—2 2Z eller w = B 22,

och eftersom z = w + (1 +14)/2 ger detta att

z=1—1 eller z=2i.

. Vi noterar att ekvationen endast kan ha l6sningar = som uppfyller 1 —x > 0, eftersom vénsterledet
alltid &r positivt (kom ihag att roten ur ett positivt reellt tal alltid &r positivt). Under antagandet
att < 1 géller foljande ekvivalenser:

V5492522 +a3=1-2 & —5+9%-5+2°=(1-2) &
2® — 62 + 11z — 6 = 0.

Polynomet p(z) = 23 — 622 + 11z — 6 har en rot di x = 1. Faktorsatsen séiger da att z — 1 &r en
faktor i p(z) och med hjilp av polynomdivision far vi att

p(z) = (x — 1)(z? — 5z + 6).

Det ovanstaende andragradspolynomet har rétter i = 2 och & = 3 (vilket vi ser genom att 15sa
andragradsekvationen 2% — 5z + 6 = 0 med hjilp av kvadratkomplettering), vilket betyder att alla
losningar till p(x) =0 ges av x = 1, x = 2 eller = 3. Alltsa far vi att

V=b54+9r—5x24+3=1—=x - 2 —6x2+1lz—6=0
r<1 r<1

< =1

z=1eller x =2eller x =3
r <1

Eftersom vi har ekvivalens mellan alla pastaenden sa kan vi dra slutsatsen att x = 1 4r den enda
16sningen till den ursprungliga rotekvationen.

. Vi borjar med att flytta 6ver alla termer till ena sidan av olikheten och sedan faktorisera téljare
och nimnare sa langt det gar. Alltsa
z(z? -z 1) 23 —32% + 4z — 2

>-1 < > 0.
br —2—2x2 — S5 —2—2x2

For att faktorisera tredjegradspolynomet p(z) = 2% — 32% + 42 — 2 noterar vi att p(1) = 0, vilket
enligt faktorsatsen ger att  — 1 &r en faktor i p(z). Med hjélp av polynomdivision fas

p(z) = (x —1)(z? — 2z + 2),

och for att faktorisera polynomet vidare hittar vi rétterna till ¢(z) = 2% — 22 + 2 med hjilp av
kvadratkomplettering:

20 4+2=0 & (r—-12-142=0 < (z—-1)>*=-1

Eftersom kvadraten av ett reellt tal aldrig kan vara negativt séiger detta att polynomet ¢(z) inte
har nagra reella rotter. Alltsa har ¢(x) samma tecken for alla x (eftersom om ¢(z) byter tecken sa
maste polynomets virden passera 0, vilket betyder att det finns en reell rot och detta motséiger att
det inte finns nagra reella rétter). Vi noterar att ¢(0) = 2 och vi sluter oss med hjilp av ovanstaende



resonemang till att g(z) > 0 for alla z. Vi faktoriserar nu polynomet i nimnaren r(z) = 5r —2—2x2
genom att hitta dess rotter:

2
br—2-2%=0 & (x_5> _2 4 mziZJf’,

vilket gor att vi kan faktorisera r(z) som
Sr—2—22% = —2(x — 2)(z — 1/2).
Med hjélp av dessa berdkningar har vi saledes visat att

2_r-1 —1)(z% -2 2
s el D2y
Sz — 2 — 22 —2(x —2)(x — 3)

och vi gar vidare genom att konstuera en teckentabell for detta uttryck.

1/2 1 2
z—1/2 -1 0 [+ [+ +H]F
x—1 - - -0+ ]+ ]+
xr—2 - - - -1 -10]4+
@ —204+2 [+ + [+ [+ ][+][+]+
) - - - - - - -

Fran denna tabell avldser vi att % > —1da
1
x<§ eller 1 <z < 2.
. Vi noterar att da n > 0 &r ett heltal sa kan man skriva summan som
n n n n n n " /n
S, = ) — -3 - in — 1n—k;k
= () (0) - G) ) () e () = (1)

Binomial satsen séger oss att

(a+0b)" = Zn: <Z> a" b

vilket, da a = 1 och b = i, medfor att

Alltsa har vi visat att

Sl = 1(1+4)" = [1+i[" = (V2)".



