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Inga hjilpmedel &r tillatna. Losningarna skall vara fullstindiga, vialmotiverade, ordentligt skrivna och
avslutade med ett svar. Svaren ska ges pa sa enkel form som mgjligt.

Uppgifterna bedéms med 0-3 poing. For godkéint betyg ricker 9p. Svar och 16sningsforslag finns pa
kurshemsidan efter tentamens slut. Lycka till!

1. (a) Bestdm alla x € R sadana att 97 — 3% = 2. (1p)
36

(b) Beriikna och forenkla (34) sa langt som mojligt. (1p)

(c¢) Bestdm alla 2 € R som loser cos(2z) = sin(z). (1p)

2. Bestiim alla z € C sadana att z* = —2(1 + iv/3). Losningarna skall ges pa formen z = x + iy.
3. Bestdm alla x € R sadana att

In(x) + 1n(x2 +2r—1)=1n2.

4. (a) Bestdm storsta mojliga definitionsméngd till f(x) = 2* + In(2?) och visa att f(x) med denna
definitionsméngd inte &r inverterbar. (1p)

b) Visa att det finns en (icke-tom) méingd Dy sadan att f(x), med definitionsméngd Dy, &r
f f
inverterbar. (2p)

(@1

. Visa att 4cos®(z) — 12 cos?(z) + 8 cos(x) = cos(3z) — 6 cos(2z) + 11 cos(x) — 6 och bestim sedan
alla z € R sadana att cos(3z) — 6 cos(2x) + 11 cos(z) = 6.

6. Forenkla foljande uttryck sa langt som mojligt

v = 2arcsin — arctan(—8 + 3V7).

1
2v2
7. For den naturliga logaritmen sa géller det att ln(%) =1Inz —Iny da = och y tillhor definitions-

méngden Dy, = {x € R: z > 0}. Vidare sa giller det dven att Inz < x — 1 for alla € Dy, sadana
att © # 1. Visa utifran detta att foljande pastaenden géller:

(a) nz<0dal0<az<l, (1p)
(b) In &r stringt viixande. (2p)



Losningsskisser for TTIT02 2013-12-16

1. (a) Vi sitter t = 3% och noterar att 9% = 32¢ = (3%)? vilket ger

1\? 1
L3 =2 o P—t-2=0 < (t—) —2-2=0 &

2 4
1 3
Eftersom det inte finns nagra z € R sadana att 3* = —1 sa ger inte detta ¢ nagon 16sning.
Déremot kan vi finna z sadant att 3% = 2:
In2
3=2 < InB")=mlh2 < zlh3=h2 & z= ln—g
n

(b) Fran definitionen av binomialkoefficient far vi att

36\ 36! ©36-35-341  36-35
34

- - = 630.
34 36 — 34)! 3412 2

(c¢) Eftersom sinz = cos(w/2 — x) sa far vi att

cos2x =sinx &  cos2x =cos(m/2 —z) & 2x=:ﬁ:(g—x)+27m &

3m:g+27m eller m:—g—l—%m &

T 2mn T
xza—i—T eller =——=+2mn

dar n ar ett godtyckligt heltal.
2. Lat oss borja med att skriva —2(1 + iv/3) pa polir form:

| —2(1+iV3)|=V4+4-3=V16=4

, 4cosh = -2 cosf = —1
-2(1+iV3) =4¢’ & {4sm0:—2\/§ & {sin@z—‘zg &
9:—2%+27m (ne€z).
Alltsa kan vi skriva den ursprungliga binomiska ekvationen som
24 = e i
Nu ansétter vi z = |z|e??, vilket ger oss
A =4e7F o 2|t = 1775 &
{|z|4=4 {|z|=ﬂ
dp=-2+2mn (n€Z) p=—5+%3 (neZ)

Alltsa, alla lI6sningar till ekvationen ges av
2 =208 %) (nen),

vilket ger 4 olika komplexa tal for n = 0,1,2,3. Lat oss nu skriva dessa losningar pa formen

z =4y
20 = V2e"T/%) = \/2 (cos(—7/6)) + isin(—7/6) = V2 (? - zé) = \/g ~ z%
i(—m w/2) _ .. _ 1 . 3
21 = V2 (-T/647/2) —\/5(COS(7T/3)+’LSID(7T/3))—E—I—Z 3
(=7 /647) _ . _ 3 .1
29 = V/2ei(—T/64T) \/5(005(57#6) + isin(5m/6)) = — 3 +Zﬁ

23 = V/2e(TT/0F37/2) — \/9 (cos(4n/3) + isin(4n/3)) = —

—ix/2

S
V2 2



3.

4.

5.

For att ekvationen skall vara definierad maste det gilla att 2 > 0 och 22 4+ 22 — 1 > 0. For att
undersoka var detta giller hittar vi rétterna till polynomet 2% 4 2z — 1:

2?42 -1=0 & (z+1)2-1-1=0 & z=-1+V2,

vilket ger att 22422 —-1>0daz < —1—+2eller z > —1 + /2. Tillsammans med kravet x > 0
ger detta att ekvationen #r definierad for z > —1 4 /2, och vi antar i det foljande att detta giller,
vilket gor att vi kan anvénda logaritmlagarna:

Inz+In(*+2x—-1)=mh2 < h(@z@*+2z-1))=h2 < z@*+2z-1)=2
& P42’ -2-2=0.

Vi noterar att = 1 &r en rot till polynomet ovan och med hjilp av polynomdivision fas att

234 22% —x —2=(x—1)(2% + 3z + 2).

Rétterna till polynomet x2 + 3z + 2 ges (med hjilp av kvadratkomplettering) av x = —2 eller
x = —1. Alltsa har vi visat
Inz + In(z? 4+ 22 — 1) (x—1D(x+1)(z+2)=0
& r=1
z>-14++2 r>—1++2

eftersom —1 4+ /2 > 0. Alltsd dr x = 1 den enda 16sningen till ekvationen.

(a) f(z) #r definierad for alla x # 0, eftersom x? > 0 for alla sidana z. Alltsa blir stérsta mojliga
definitionsméngd {x € R :  # 0}. Funktionen med denna definitionsmingd &r ej injektiv
eftersom f(1) = f(—1). Alltsa dr funktionen ej inverterbar.

(b) Lat oss vélja Dy = {x € R: x > 0} och visa att f(z) med denna definitionsméngd &r stréngt
véixande (vilket medfor att funktionen &r inverterbar). Vi antar dérfor att vi har z1, 22 € Dy
sadana att x1 < . Fran detta berdknar vi

f(@1) = f(z2) =21 — 23 +In(2}) —In(23) =27 — 23— In (@) :

Z3
DA 0 < x1 < @ sa giller det att 2] — 23 < 0 och att 4+ <1, och den sista olikheten medfér

2
att In 2+ < 0. Anvéinder vi detta i uttrycket for f(x1) — f(x2) ovan sa far vi att
2

f(z1) = f(z2) <0

for x1,x2 € Dy sadana att x1 < xg, vilket (per definition) betyder att funktionen &r stréngt
vixande och séledes inverterbar.

Vi anvinder oss av Eulers formel for cosz
1 i —ix
COST = — (e +e )
2

for att skriva om uttrycket 4 cos® z — 12 cos® z + 8 cos x:
1, A\ 1, A\ 1, .

4cos®x —12cos’ z + 8cosx = 4 <2 (e + e”)) —12 (2 (e + e””)) +38- 5 (e +e7™)

11

—_ 1 (ei3m + 677;31) -3 (672:1: + 671’21) + 5

2
=cos3x — 6cos2x + 11 cosx — 6.

(eix + efia:) -6

Nu anvander vi detta for att 16sa ekvationen cos 3x — 6 cos2x + 11 cosx = 6:
cos3z —6cos2z + 1lcosz —6=0 < 4dcos’z—12cos’z+ 8cosz = 0.
Vi sétter ¢ = cosx och far ekvationen

4 — 122+ 8t =0 & t{t*—-3t+2)=0 & t=0 eller t*-3t+2=0 <
t=0 eller t=1 eller t=2.



Vi soker sedan z € R sadana att cosz = t. Det finns inga x € R sadana att cosxz = 2, vilket
exkluderar 16sningen ¢t = 2. For t =0 och t =1 far vi

cosz=0 < x:ig+27rn (neZ)
cosx=1 & z=2mn (nez)
vilket ger alla l6sningar till den ursprungliga ekvationen.

. Lat oss borja med att berdkna tan(v) for att sedan sluta oss till fran detta vad v kan vara. For att
férenkla notationen sétter vi

= arcsin —=
a = arcsin o
B = arctan(—8 + 3v/7),

vilket ger v = 2a0 — 8. Med hjélp av additionsformeln for tangens fas

tan 2a — tan 8
tan(2a — ) =
an(2e — f) 1+ tan(2a) tan 3’

vilket leder till att vi behover beridkna tan 2« och tan 8. Vi far direkt att
tan 8 = tan (arctan(—8 + 3\ﬁ)) = —8+4+3V7.
For att berdkna tan 2« anvénder vi aterigen additionsformeln (eller formeln for dubbla vinkeln)

for tangens:

2tan«
tan 200 = ——5—
1 —tan® o

Eftersom tan(arcsinx) = x/v/1 + a2 berdknar vi tan « till

1 53 1 1
tan o = tan <arcsin > = 2v2 = = —,
Y A
2v2
vilket ger
2. L 7
tan2a = ‘/1? = [
1—= 3

Med hjélp av detta kan vi nu beridkna tan v:

anv — tan(20 _ ) — 2 —tang G- (843D
= _1+tan(2a)tanﬂ_1+g(78+3ﬁ>_

Da tan(2a + () = 1 sa giller det att
20+ f = % +7mn

for nagot heltal n. Nu ar det sa att o € [0, §] (eftersom ﬁ > 0) vilket medfor att 2« € [0, 7]. Vad

vet vi om B? Eftersom 72 < (3\ﬁ)2 < 82 83 géller det att 7 < 3v/7 < 8 vilket ér ekvivalent med
att

1< -843V7<0

Eftersom arctan dr en stringt vixande funktion betyder detta att
™
arctan(—1) < arctan(—8 + 3v/7) < arctan(0) < 1< 8<0

Detta medfor att 0 < 2a—f < %’r, vilket betyder att 2« — 8 inte kan vara 57 /4 (notera den strikta
olikheten). Alltsa maste 2a — 8 = w/4.



7. (a) Enligt uppgiften sa giller det att Inz < z — 1 for alla = > 0 saddana att = # 1. Speciellt géller
det alltsa att Inxz < x — 1 for alla 0 < x < 1, vilket ger att

Inz<x—-—1<0 da0<zxz<l1.

(b) Tag x1,x2 € Dy, sadana att x1 < x2. Vi far da
1

Inzy —Inzy =In —
T2

eftersom x1,zo > 0. Da 21, xo > 0 foljer det fran x; < x4 att % < 1, vilket medfor att
T
Inz; —Inzy = In=t < 0,
T2

da vii (a) har visat att Inz < 0 da 0 < z < 1. Vi har sdledes visat att for alla z1,z2 € Dy,
sadana att x7 < zo sd giller det att Ina; — Inzg < 0. Detta betyder (per definition) att
funktionen In &r stringt vixande.



