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Inga hjilpmedel &r tillatna. Losningarna skall vara fullstindiga, vialmotiverade, ordentligt skrivna och
avslutade med ett svar. Svaren ska ges pa sa enkel form som mgjligt.

Uppgifterna bedéms med 0-3 poing. For godkéint betyg ricker 9p. Svar och 16sningsforslag finns pa
kurshemsidan efter tentamens slut. Lycka till!

1
1. (a) Berékna sin | arctan — 1
(@ (aretan - ) (1p)

] o In (3) —In(2?)
(b) Bestém alla « € R sadana att Inz =

X

In (£) + In(z?) + In(ex) — In(2?)

(1p)
" 4m
(¢) Berikna arccos <cos 3) (1p)
2. Bestim alla € R sadana att sin(2x) + v/3 cos(2z) = 1.

1\3
3. Bestdm alla z € C sadana att (z + 2i> = —3+/3. Losningarna skall ges pa formen z = x + iy.

4. Bestéim alla x € R sadana att arccos(z) = arctan(2v/3 ).

5. Kontrollera att z = iy/2 dr en rot till polynomet p(z) = 2° + 223 — 222 — 4, och bestiim sedan alla
rotter till p(z).

6. Bestdm storsta mojliga definitionsméngd till

20— 3
x—4

f(x) = arctan 4/In

och bestim sedan de x € R sadana att f(x) > 7.

7. For x,y € R och z = x 4+ iy € C definieras
. . 1, . .
e =¢e%e"” och sin(z) = 5(6” —e ).
i

Bestam alla 2z € C sadana att sinz = 2.



Losningsskisser for TTIT02 2014-01-07

1. (a) Eftersom

T
sin(arctanzr) = ——
( ) V14 a?
for r € R sa fas
1 1 1
sin (arctan(l/\/g)) — V3 —

(b) For att ekvationen skall vara definierad sa maste atminstone z > 0. Under detta antagande
kan vi anvinda logaritmlagarna foér att skriva om
In (1) — In(2?) B —Inz—2Inz ~ —3nx
In (;) + In(23) + In(ex) — In(22) ~ Ine—Inz+3nz+lne+lnz—2nzr 2+Inz

vilket gor att ekvationen kan skrivas som

Da Inz # —2 ar detta ekvivalent med
2+ Inz)lner=-3nz
och sétter vi t = Inz sa fas andragradsekvationen
2 +5t=0 & tt+5 =0 < t=0ellert=-5

vilket ger att 2 = 1 eller x = e~®. Dessa losningar uppfyller kraven att = > 0 och Inxz # —2.
Alltsé &r £ = 1 och x = e~® alla 16sningar till den ursprungliga ekvationen.

(c) Da x € [0, 7] giller det att arccos(cos(z)) = z. Eftersom 47 /3 inte ligger i detta intervall
anvénder vi att cos(47/3) = cos(—4m/3) = cos(2m/3) och erhaller

arccos ( cos(47/3)) = arccos (cos(2m/3)) = 2%

eftersom 27/3 € [0, 7.

2. Vi bérjar med att skriva om viinsterledet med hjilp av en hjélpvinkel; alltsa, vi ska finna C, v (med
C > 0) sadana att

C'sin(2z + v) = sin(2z) 4+ V3 cos(2x).
Om vi anvinder additionsformeln for sinus i vénsterledet, sa blir ovanstaende ekvation
C sin(2x) cos(v) + C cos(2z) sin(v) = sin(2z) + V3 cos(2z),
vilket 16ses da

{Ccos(v) =1 N {02 cos?(v) =

C'sin(v) = /3 02 sin?(v) = ; = C?(cos?(v) +sin’(v)) =1+ 3

vilket ger att C' = 2. Insatt i ekvationsystemet ovan ger detta att
cos(v) =
sin(v) =

2sin (2:5 + g) = sin(2z) + V3 cos(2z),

& v:§+27rn (neZ)

N[
N
S

Vi har saledes visat att



vilket ger att den ursprungliga ekvationen kan skrivas som

25in(2x—|—%):1 & sin(Qx—l—%):% & sin(2x+%):sin(%) &

20+ = =2 4 9mn eller 2+ - =m——+2mn nez) <
3 6 3 6
2x = —% +2mn eller 2x = %+27rn (nez) <
xz—%—i—ﬂn eller ac:%—i—ﬂ'n (n€Z).
3. Vi sétter w = z +4/2 och far en binomisk ekvation for w:
w® = —3/3,
och vi noterar att hogerledet kan skrivas pa polir form som 3v/3e'™, vilket ger ekvationen

w® = 3v/3e'™.

Vi ansiitter w = |w|e’? och far att

) . 3 =33 =3
|,w|3e3u,a = 3V/3e" o |w| V3 o |w V3
3p =7+ 2mn

vilket, for n = 0,1, 2, ger oss 3 16sningar for w:

wo = V33 = /3 (cos(n/3) + isin(n/3)) =
wy = \/gei‘ﬂ' _ _\/g

; 3 3
wy = V33 = /3 (cos(5m/3) + isin(5m/3)) = g — i
Slutligen beréknar vi z fran w = z +i/2:
V3 3 i V3
20—74'25—5—74'2
1
z1=—V3— 3
V3 3 i V3
T2 22 2 '
4. Lat oss borja med att notera att x = 0 inte 16ser ekvationen, eftersom arccos(0) = m/2 och

arctan(0) = 0. Under antagandet att = # 0 (sa att tan(arccos(z)) &r definierat) géller det att

arccos(z) = arctan(2v/3z) = tan (arccos(z)) = tan (arctan(2\/§x))

) T
S (arccos(x)) = 2V/3z Yoo 203z = V1i-22=2/32> =
x

cos (arccos(z)) <

1 1 1\? 1 1
l-22=122* & 24+ —2’-—-=0 < ) =5t e
. . TR T SR 912 T 12

2
1 1+2 24 17 1 1
2 2 2 2
(‘T +24> 0z T U Tyt ry roy e T Ty

och eftersom = € R sa har denna ekvation 16sningarna x = +1/2. Da vi ej har ekvivalens genom
vara berikningar sa provar vi ldsningarna i ursprungsekvationen:

1
x =1/2: arccos - — arctan(v/3) = T IT-0
e 2 3 3
1 2
x = —1/2: arccos <—2> — arctan(—v/3) = % — (—%) =7 #0.

Alltsa dr = 1/2 den enda losningen till ekvationen.



5. Vi sétter in z = i1/2 i polynomet:
p(iv2) = (ivV2)° +2(iv2)° —2(iv2)? — 4 = i4V2 — V2 + 4 — 4 = 0,

vilket visar att i/2 #r en rot till polynomet. Eftersom polynomet har reella koefficienter sa maste
dven —iv/2 vara en rot till polynomet. Faktorsatsen séger oss da att polynomet delas av

(z—iV2)(z +iV2) = 22 + 2,
och med hjilp av polynomdivision fas
p(z) = (2% +2)(* - 2).

De 6vriga rotterna till polynomet fas alltsa da 23 — 2 = 0. Detta #r en binomisk ekvation som vi
loser som foljer. Genom att ansétta z = |z]e'¥ far vi att

) 3_9 :21/3
B=2 o [|Pfv=2 o || o ] ,
3p=2mn (n€Z) o= (neZ)

vilket (fér n = 0,1,2) ger 16sningarna

zZ0 = 21/3
27 1 \/g
zp = 2V/3e1T/3 = _91/3 (; + \ég)

vilket tillsammans med z = +iv/2 ger alla rétter till polynomet.

6. Uttrycket

20— 3
x—4

arctan {/In

dr definierat dd  # 4, (22 —3)/(z—4) > 0 och In ((22—3)/(z—4)) > 0 (kom ihag att Darctan = R).
Eftersom
2z -3 2z —3

>0 & >1
r—4 — r—4 —

In

sa inkluderar detta villkoret (2z — 3)/(z —4) > 0. Storsta mojliga definitionsméngd ges alltsa av
villkoren

2x —3
x ) > 1 och x # 4.

T —
For att studera nér olikheten géller skriver vi om uttrycket:

2x — 3 20 —3 x—4 r+1
>1 & — >0 &
x—4 = r—4 x—4 = x—4

Genom att konstruera en teckentabell

-1 4
z+1| - |0 |+ |+ ]|+
x—4 |- -1-101|+
4o -1A+

avldser vi att (x+1)/(z—4) > 0da z < —1 eller z > 4 (vilket dven uppfyller kravet = # 4). Alltsa,
storsta mojliga definitionsméngd ges av

Dy={zxeR:2 < —1eller z > 4}



Nu ska vi bestdmma de x € R sadana att f(x) > n/4. Eftersom arctan dr en stringt véixande
funktion sa géller det att

bany 223 > T o aretany /I 22 > arctan(l) © 4/ln 2t >
arctan n — arctan n arctan n
r—4 — 4 x—4 z—4 —

Dé z € Dy &r In ((2z — 3)/(x — 4)) > 0, och eftersom ,/y &r stringt véixande for y > 0 sa géller
det vidare att

2x — 2x — 2x — 2 — —(3—-4
lnx 321 = 1nx 321 = x 32@ =3 ( e)r (3 6)20.
T —4 T —4 z—4 r—4
Eftersom 2 — e < 0 sa far vi att
3—4e
(2—e)x — (3 —4e) T — 5=,
>0 & ——<0
T —4 - r—4 =
och vi noterar att
3—4e 4e—3 4d(e—2)+5 5
— — = =4 4.
“ 2—e e—2 e—2 * e—2 =
Vi konstruerar en teckentabell for olikheten:
4 a

z—4 | - |0 |+ |4+ |+

rx—al| - | -|-10]+

=+ A|l-]10]+
vilket ger att f(z) > w/4 da

de — 3
4<x< .
T

. For z € C vill vi 1osa ekvationen
. 1 . .
sinz =2 & —(e”—e ”)22.

Vi sétter w = €% och far

1, . - 1

—,(e”—eﬂz)=2 s w——=4 & w-l=4diw < w?—4iw—-1=0.
2 w

Denna komplexa andragradsekvation 16ser vi som foljer:

w? —4iw—-1=0 & (w—-2i)*-(-20)-1=0 & (w-2i)*=-3 <
w-2i=+iV3 o w=i2+V3)

Vi siitter z = x + iy (dir =,y € R), och relationen w = e'* ger
e — i(2 + \/§> o eilatiy) — ’i<2 4 \/g) o e Vel — (2 + \/g)eiﬂ/2

eftersom 2 + /3 > 0. Detta ger vidare att

VT — 2V o {e—y:2j:\/§ wem  ® {y:—ln(2j:\/§)

=7 +2mn r=7%5+2mn (ncZ)
Vi drar slutsatsen att sinz = 2 da
z:g+2wn—iln(2i\/§)

for allan € Z.



