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Inga hjilpmedel &r tillatna. Losningarna skall vara fullstindiga, vialmotiverade, ordentligt skrivna och
avslutade med ett svar. Svaren ska ges pa sa enkel form som mgjligt.

Uppgifterna bedéms med 0-3 poing. For godkéint betyg ricker 9p. Svar och 16sningsforslag finns pa
kurshemsidan efter tentamens slut. Lycka till!
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1. (a) Berdkna och forenkla (43) sa langt som mojligt. (1p)
(b) Bestam alla « € R sadana att sin(x) = — cos(2z). (1p)
(¢) Beridkna arctan (tan 3%) (1p)

2. Bestam alla 2 € R sadana att
In (2352 +x + 1)

In(z — 1) =2

3. Bestéim alla z € C sddana att (z +i)* = —4.
(Losningarna skall ges pa formen z = x + iy dér z,y € R.)
4. Bestdm alla = € R sddana att v/3 cos(3z) — sin(3z) + 2sin(x) = 0.

5. Bestdm storsta mojliga definitionsméngd till

fl@)=In (Va2 +z—-2-2)

och visa sedan att f(x) med denna definitionsméngd ej &r inverterbar.

6. Forenkla v sa langt som majligt, dér

. (2V2 2V/2
szarcsm T +arccos T .

1—cos(x)

tan (E) _ Vit oM OsosT

1—cos(z)
—4/ Trcos(z) OM 7 <x <27

7. Visa att




Losningsskisser for TATA7T9 2014-12-15

1. (a) Fran definitionen av binomialkoefficienten far vi

46 46! 46 -45-44 43!  46-45-44
= = = = 46-15-22 = 15180.
(43) 431(46 — 43)! 430-3 -2 3.2 6-15 p180
(b) Eftersom sin(—x) = —sin(z) kan vi skriva ekvationen sin(x) = — cos(2z) som

cos(2z) =sin(—z) < cos(2z) =cos (1/2 - (—z)) &
2:1::%+a:+27m eller 2z = —(g+x) +2mn &

xz%—i—?ﬂ'n eller 3m=—g+2ﬂ'n &

2
x:ngZﬂ'n eller x:fquLn,

6 3
dar n € Z.

(c) Om v € (—7/2,7/2) sa dr arctan (tan(v)) = v. For att anvéinda detta skriver vi om tangens
av vinkeln 37/5 (som ej ligger i ovan ndmnda intervall) som f6ljer:

tan 3% = tan (%” - 71') = tan (@) = tan(—2F),

eftersom tan(v — ) = tanv. Da —27/5 € (—n/2,7/2) far vi

2

arctan (tan 3—”) = arctan (tan(—z—”)) ==

5 5

2. Lat oss forst ta reda pa for vilka z den givna ekvationen dr definierad. For att uttrycket

In (2x2 +x+ 1)
In(z — 1)

ska vara definierat sa krévs det att
202 +x+1>0 och x—1>0 och In(x—1)#0.
Med hjalp av kvadratkomplettering noterar vi att
222 to+1=2(+de+ ) =2((@+ 1)’ -k +1) =2(@+ 1) +5) >0
for alla z € R. De tva resterande kraven ger att
x>1 och In(zx—1)#A0 < x>1 och =z#2.

Under detta antagande 16ser vi ekvationen pa foljande sitt (dir vi anviinder att In #r en injektiv
funktion):

ln(2x2—|—x+1)
In(z —1)
e 284+ l=(x-1)?2 & 2°+3r=0 & 2=0 eler z=-3

=2 & In(22®4+z+1)=2In(z-1) < h(2®+z+1)=I(z-1)

Da vi har gjort antagandet att x > 1 och = # 2 sa l0ser inget av ovanstaende x den ursprungliga
ekvationen (det dr enkelt att se att ekvationen ej &r definierad for dessa vérden pa z). Vi drar

slutsatsen att ekvationen ej har nagra losningar.
3. Vi infér beteckningen w = z + 4 och 16ser forst ekvationen w* = —4. Genom att ansiitta w = re

kan vi skriva ekvationen som

7,,467,41) — 4ei™



eftersom —4 = 4e'™. Vi 16ser ekvationen som foljer
4 _ _
rie® = 4" o r=d & =V2
dv=m+2mn (n€Z) v="1+T (nelZ)

D4 vi skriver w = re®™ ger ovanstaende virden pa r och v fyra olika komplexa tal w, och dessa fas
till exempel for n = 0,1,2,3. Allts&, w* = —4 har 16sningarna

wy = V2e™* = \@(cos(w/él) +isin(r/4)) =1+

wy = V23 = \[(COb(?ﬂr/él) +isin(3m/4)) = -1+
wy = V/2eP7/4 = \f(cos(57r/4) +isin(5r/4)) = —1—4
w3 = V2™ = \f(cos(77r/4) + isin(77/4)) =
Eftersom z = w — i far vi losningarna till ekvationen (z + i)* = —4 som
Z():wo—izl lewl—iz—l
22:w2—i2—1—2i Z3:w3—i:1—2i.

4. Vi borjar med att forscka hitta C' > 0 och v € R sadana att
C'sin(3z + v) = V3 cos(3z) — sin(3z)
for att sedan skriva om ekvationen med hjilp av detta. Additionssatsen for sinus ger att
C'sin(v) cos(3x) + C cos(v) sin(3z) = V3 cos(3x) — sin(3z),
och vi forsoker hitta en losning genom att jamfora dessa tva uttryck termvis; alltsa

{C’sin(v) =3

Ccos(v) = —1 = Csin(v) cos(3z) + C cos(v) sin(3z) = V3 cos(3z) — sin(3x).

Detta ger oss vidare

{C’sin(v) =3

Ceos(v) = -1 C?sin’(v) + Ccos’(v) = (VB)? + (-1)° =4 = (% =4

vilket ger C = 2 eftersom C > 0. Da C' = 2 far vi

{QSin(v) =3 o {sin(v) = g 27

2cos(v) = —1 cos(v) = —

N[

Med hjélp av additionssatsen for sinus kan vi nu enkelt kontrollera att
2sin(3x + 21/3) = V3 cos(3z) — sin(3z).
Med hjalp av denna likhet kan vi skriva den ursprungliga ekvationen som
2sin(3z +27/3) + 2sin(z) =0 < sin(3z +27/3) =sin(—z) <
34+ =—z+2mn eler 3u+F =7—(-2)+2m &

4x———+27rn eller 2x:—2?"+7r+27rn &

x:_6+7 eller x:%—i—ﬂn
dar n € Z.

5. For att uttrycket

fl@)=In (Va2 +z—-2-2)



ska vara definierat, kriavs det att

2242-2>0 och Va2+z—-2-2>0.

Det andra villkoret ger

Vl4+r-2-2>0 & Va24z-2>2 & 224z12-2>4 & 2Z2+zr-6>0

(notera att ekvivalens géller vid kvadrering eftersom bada sidor ér positiva). Ovanstaende berékning
visar dven att 22 + 2 —2 >0 da Va2 + 2 —2 — 2> 0 (eftersom 2% + 2 — 2 > 4 i detta fall); alltsa
rdcker det med att studera olikheten 22 — z + 6 > 0. Vi faktoriserar polynomet genom att finna
dess rotter

P?+r-6=0 <« (x—|—%)2—i—6=() & (33—|—%)2=% &

T =— :I:g & x=-3 eller =2

1
2
vilket ger att 22 + 2 — 6 = (z + 3)(x — 2). Dérefter gor vi en teckentabell:

-3
z+3 - 0 |+
T —2 - - -
(z=2)(z+3) |+ ] 0 -

oo+

I+ +

Vi drar slutsatsen att
P4+r-6>0 < x<-3 eler x>2,
vilket ger storsta mdojliga definitionsméngd
Dy={zreR:x< -3 eller z>2}.

For att visa att f(z) med denna definitionsméngd ej dr inverterbar ricker det med att hitta tva
olika tal i definitionsméngden som ger samma funktionsvérde. Detta kan vi astadkomma genom
att hitta tva olika z (med z < —3 eller z > 2) sddana att ¥2 + x — 2 antar samma virde. Med
hjélp av kvadratkomplettering
2
P 4r—2= (x—l—%) —i—?
noterar vi att grafen till andragradspolynomet ovan &r symmetrisk kring @ = —1/2. Det betyder att
f(z) kommer ha samma funktionsvérde i punkterna —1/2+a och —1/2 —a f6r a € R. Eftersom vi
vill att dessa tal skall ligga i definitionsméngden kan vi viilja till exempel a = 7/2 och vi beréknar

f(=4) =In(y/(=4)2 4 (—4) — 2 - 2) = In(V10 — 2)

f(3) =In(v/32+3—-2) =In(v10 — 2).
Eftersom —4 € Dy, 3 € Dy och f(—4) = f(3) sa har vi visat att funktionen ej &r injektiv och alltsa
ej inverterbar. (Notera att man egentligen inte behover motivera hur man hittade sina specifika
virden, det racker med att visa att dessa véirden ligger i definitionsméngden och att de ger samma

funktionsvirde. Ovanstaende resonemang &r endast ett exempel pa hur man kan resonera om man
inte bara vill gissa.)

. Lat oss borja med att berdkna sin(v) for att undersska om vi fran detta kan sluta oss till vad v &r.
For enkelhetens skull infor vi féljande beteckningar

2v2
a=—,
3
vilket ger att v = 2a + . Eftersom

a = arcsin(a) och g = arccos(a)

sin (arcsin(a)) = cos (arccos(a)) = a

sin (arccos(a)) = cos (arcsin(a)) = /1 — a?



sa far vi med hjilp av de trigonometriska additionsformlerna att
sin(2a + 8) = sin(2a) cos(B) + cos(2a) sin(8
= 2sin(a) cos(a) cos(B) + (cos®(ar) — sin®*(r)) sin(3)
=2a*V1-a?+ (1-a®—a*)V1—a? = (22> +1—2a°)V/1 — a?

= Vi@ =1 (3 =

Alltsa har vi visat att sin(v) = 1/3, vilket &r ekvivalent med att
v =arcsin(1/3) + 27n  eller v =7 — arcsin(1/3) + 2mn (1)

dir n € Z. Nu ér dock v en given vinkel (och kan alltsa bara sammanfalla med ett av alla de mojliga
virden for v som vi har ovan), och vi maste resonera oss fram till vilken. Eftersom 22 /3 >0sa
vet vi att o, 8 € (0,7/2). For 0 < < 1 sa &r arcsin(z) en stringt vixande funktion, vilket vi
anvinder oss av for att visa

% > g = a= arcsm(Q‘[) > arcsm(\f) -

NN

vilket medfor att 2a > 27/4 = 7/2. Detta visar att
3
5 <20+ B <5

Eftersom arcsin(1/3) € (0,7/2) sa drar vi slutsatsen att den vinkel i ekvation (1) som uppfyller
olikheten ovan ges av

v =7 — arcsin (3).

2

. Genom att anvinda oss av att cos(2u) = cos? u — sin u, med u = x/2, far vi att

1—cos(z) 1— (cos*(z/2)—sin*(z/2)) 2sin’(z/2)

- /D) _ —tan? (3),
1+ cos(z) 1+ cos?(z/2) — sin*(z/2) 2cos?(z/2)
vilket ger att
1 — cos(z) 1 — cos(x)
t ) — _— 11 t )= — AN
an (3) 1+ cos(z) eller tan (3) 1 + cos(z)

Da0<z<mér0<z/2<m/2vilket medfor att tan(z/2) > 0, dvs

1 — cos(z)

tan (5) = 1+ cos(x)

da 0<z<m.

Darm <z <2marn/2 < 2/2 <« vilket medfor att tan(z/2) <0, dvs

1 — cos(x)

tan (3) =~ 1+ cos(z)

da 7m<z<2r.



