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Tentamen i Matematisk grundkurs 2010-08-16 kl 8-13

Inga hjalpmedel &r tillatna.

Losningarna skall vara fullsténdiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med ett
svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Bonus' fran duggor kan tillgodoriiknas pa uppgift 1-3. Skriv G i den ruta pa omslaget som
hor till de uppgifter du har bonus pa.

For betyg 3, 4 och 5 réicker 9, 13 resp. 17 poéng.

Svar mm finns att himta pa kurshemsidan efter tentamens slut. Resultat meddelas via e-brev.
1. (a) Los ekvationen |z + 1| — |z — 2| = 2z + 1.

1
(b) Los ut y ur sambandet pp——

— = .
1+
2. (a) Finn alla reella z som uppfyller sambandet In(z? — 5) — In(—z) = 21In 2.
(b) Lés ekvationen ¢5% — 6el® — 7% = 0.
3. (
(

)
)
a) Berékna 1413 + 1416 + 1419 - - - 4 2007 + 2010.
) Beriikna cos <arcsin ;)

) Finn alla reella 16sningar till ekvationen 3 sin 3z = tan 3z.

4. Skriv cos® 3z sin 22 som en summa av cos- och/eller sin-termer.

Los sedan ekvationen 4 cos? 3z sin 22 + sin 42 — sin 8z = 1.

2
5. Bestdm Dy samt (om majligt) ett uttryck for f~! da f(z) = arcsin (x—k?)
x J—

6. For minst ett av nollstéillena till p(z) = 92* — 2423 — 422 + 82 — 4 &r Re z=Im 2.
Finn samtliga nollstéllen till p(z).

7. Finn alla z i intervallet [—m, 7] som uppfyller olikheten

In(2 — sinz) — sin® 2 < In(2 — cos 2z) — cos® 2z

'Godkénd dugga 1 ger godként pa uppgift 1
Minst 6 podng pa dugga 2 ger godkint pa uppgift 2, godkind dugga 2 ger godként pa uppgift 2 och 3.



Tentamen i TTIT02, 2010-08-16, losningsforslag

(a) Eftersom |x 4+ 1| =0« = —1 och |z — 2| =0 & z = 2 fas foljande tre fall:
Fallet z < -1 ger —(z+ 1)+ (z —2) =22+ 1 & 2z = —4 & x = —2, som tillhor
intervallet.

Fallet -1 <z <2ger (zx+1)+ (x—2) =2z + 1< —1 =1, som saknar 16sning.
Fallet x > 2 ger (z+1)—(z—2) =22+ 14 2x =2 & x = 1, som € tillhor

intervallet.
Svar: ¢ = —2
1 1 1 1 1
b) ——— =& 1+ =—(r#40) —=—=-1(z#0) 1+~ =
0) T L@ A0S = 1@ £0) ;
1+1 v v
1 1 1 1
T (af7é07$7é1)@*:17—1(1'7&O,x7é1)<:>y:17:
z 1 y -1 -1
11
1 1—z 1—=x

L—lzx—(l—x):%c—l (1‘750,1'751,1‘75%).

1-2z 1
y— (x;é(),xsél,x;é§)

Svar: y =

(a) In(z® — 5) ér definierat for © > v/5 och < —V/5, och In(—z) &r definierat for
& < 0, dvs hela uttrycket ar definierat for # < —v/5. For 2 < —V/5 fas In(2® —5) —
In(—z) = 2In2 & In(2? — 5) = In(—z) + In(2%) = In(—4z) < (In stringt vixande)
P —5=—drzer’+4r-5=0s(z+5)(z—1)=022z=—5(ty -5 < -5
men 1 > —/5). Svar: © = —b

(b) Med t = €2 > 0 fas 5 —6e1°—7e** =0 = 3 —6t>—Tt =0, t > 0 = t(t?—6t—7) =
1
0, t>0&et{t—"T7)(t+1) =0, t>0<:>t:7<:>eg“’c:7@2x:1n7<:>x:§1n7.

1
Svar: ¢ = 3 In7

(a) Aritmetisk summa med differens 3 och (2010-1413)/3+1=200 termer. Summan

141 201
blir 200 - % = 342300. Svar: 342300

1
(b) arcsin 3€ 10, g[ sa ur en ratvinklig triangel med sidor 1, 3 och v/32 — 12 = /8 fas

1 8 1
arcsin 3 = arccos —-. Da cos(arccosz) = z for alla « € [—1, 1] fas cos(arcsin §) =

cos(arccos —) = @ Svar: @
37 37 -3
i 1
(c) 3sin3z = tan3z < 3sindzr = sin 37 & (3-— )sin3z = 0 < sin3z =0
cos 3z cos 3T

1
eller cos3xz = — < 3z = nr eller 3z = :tarccosg +2nm & x = % eller x =

1 1 2
+— arccos - + ﬂ, dar n ar ett godtyckligt heltal.

3 3 3
1 1 2
Svar: © = "7 eller = + - arccos = + ﬂ, n heltal.
3 3 3 3
3ix —3ix 2ix —2ix
_ 1 .. . .
4. Eulers formler ger cos? 3z sin 2z = (e +26 )3( c 5 ‘ )= §(6611+2+6_6m)(62m—
i i
e HT) = g(egm — e 8w _ lim y pmdim y gp2iv _ 9pm2iTy 1 sin 8x — 2 sin4x + 5 sin 2x.
Da fas 4 cos® 3z sin 2z + sin 42 — sin 8z = 1 <> sin 8z — sin 4z + 2 sin 2z + sin 4z — sin 8z =
1 & sin2x = 3 & 2 = %+2n7r eller 2z = ﬂ—%—i—er & x = %—i—mr eller
5
T = % + nm, n heltal. Svar: cos?3zsin 2z = 1 sin 8x — 1 sindx + 3 sin 2x

s %8
= — 11 = — heltal.
samt x 12+n7re er x 12—|—n7r,n elta



5. arcsint ar definierad for —1 < ¢t < 1. -1 <

x+2 <le —(x—3)—(z+2) <0
x_

x—3 B
2) — (-3 1-2 5 1-2
r+2)—(z )<0® $§000h73<0@ ;SOOChx<3<:>

r—3 - a;l— T — T —
1-2r>0o0che <3 &< 7 Alltsa har f(z) = arcsin($+
T —

w

och (

2
3 ) definitionsméngd

Df :] — 00, 5]

2 2
Y= arcsin($+3) (e [-m/2,7/2]) & L+3 =siny < 242 = (z—3)siny < 3siny+2 =
x— xr—

. 3siny + 2 1
z(siny — 1) & x siny — 1 =)
1 3 si 2
Svar: Dy =] — o0, 5] och f~1(y) = sinyy——i_l

. Ansétt z = t 4+ ti = t(1 4 0) (¢t reellt) som ett nollstélle till p(z) = p(t(1 +14)) =
9(1 + i) — 24(1 +0)3> — 4(1 + )% + 8(1 + i)t — 4 = 36t + 48(1 — i)t® — 8it? +
8(1 + i)t —4 = —36t* + 48> + 8t — 4 + i(—48t> — 8> + 8t) = 0. Imaginirdelen lika

t 1 1 1
med noll ger —48t% — 8% + 8t = —48t(t2 + -~ — =) = —48t(t — )t + =) = 0 &

6 6 3 2
1 1
t=20,1= 3 t = —3 Dessa tre t-viirden insatta i realdelen —36t* + 48¢% + 8t — 4
65 1 1+1
ger —4, 0 resp. 1 vilket betyder att for ¢ = 3 ar p(t(1 +14)) = p( ;_Z) = 0.
1+1 1—1
Eftersom p(z) har reella koefficienter ar &ven T " ett nollstille och p(2)

3 3
141 1—1 2 2
ar delbart med ¢(z) = (z — ;Z)(z -3 Z) =22 - EZ + g Polynomdivision ger
p(2)
q(2)
dr 1+ V3.

=92% —182—18 = 9(22 =22 —2) = 9(2 — 1 — V/3) (2 — 1 +V/3) sa Gvriga nollstillen

1474
Zochz:lzt\/§.

Svar: z =

. Funktionen f(t) = In(2 —t) — 3 &r stringt avtagande (for ¢t < 2) ty In(2 — t) och
—t% &r bada striingt avtagande. Da giller att den givna olikheten f(sinz) < f(cos 2z)
ar uppfylld om och endast om sinz > cos2z. sinz — cos2z = sinz — 1 + 2sin’z =

1 1 1 9 1 9 1 3
2(sin® x4 = sinz — =) = 2((sinz + ~)? )>0e (sinz+ )2 > — esine+- > >

2 2 47 16 4 16 47 4

. 1 3 . 1 . . . . .

eller sinx + 1 < 1 & sinz > 3 eller sinz < —1 (omdjligt) < sinz > 3 vilket pa
. .. . us 5T
intervallet —m < z < 7 ar ekvivalent med 5 <z < 5

Sva 7T< <57r
var: — a —_—
6 6



