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Tentamen i Matematisk grundkurs 2013-08-19 kl 8-13

Inga hjalpmedel &r tillatna.

Losningarna skall vara fullsténdiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med ett
svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

En tentand som fatt firre &n 9 skrivningspoiing far addera intjinade bonuspoing® till sin
skrivningspoéng sa linge summan av bonuspoéng och skrivningspodng inte éverstiger 9.

For betyg 3, 4 och 5 réicker 9, 12 resp. 15 poéng.

Svar mm finns att himta pa kurshemsidan efter tentamens slut. Resultat meddelas via e-brev.

1.

. For vilka z géller sambandet arctan z + arctan(xz + 1) = arctan 1

For vilka x € R &r |z| 4+ |2 — 2| = 37

I en aritmetisk summa med 200 termer ar forsta termen 500 och den femte 476.
Berakna summan.

Los ekvationen In(zx +2) = In(4 — 2z) — In(5 — z).
Vilka reella z uppfyller sambandet 2e* = 2*7

25
3+ 4i

Finn alla komplexa lésningar till ekvationen 422 — 16iz — 13 — 4i = 0.

Beridkna Im < eix) for r € R.
For vilka x ar sinxz = sin (358 — 3) ?
.. . 1 T
Bestdm tan x om man vet att sinz = 3 och att 5 <x <.

Berakna cos <2 arctan 2) .
VT

. Los ekvationen V3 cosrx — sinwx = V2.

2e® — 1
. Bestdm D; och (om mgjligt) ett uttryck for f~* om f(z) = \/69573'
e J—

20+ 1
o — 2

'Godkénd dugga 1 ger 2 bonuspoéng. Minst 6 podng pa dugga 2 ger 2 bonuspoédng, godkidnd dugga 2 ger
ytterligare 2 bonuspoéng, d v s godkind dugga 2 ger totalt 4 bonuspoéng.



1.

2.

Tentamen i TTIT02, 2013-08-19 losningsforslag

) >0 - 27 Z 2
(a) Falluppdelning. |z| = L omr = 12—z = R om Detta
—x, omx <0 2—x, omx <2
ger foljande fall:
e Omz<Ofas|z|+]2—2/=3 <— —2r+4+2—-2=3 < z=-1/2, som

uppfyller villkoret x < 0, OK.

e OmO0<z<2fas|z|+2—2|=3 < 2+2—-—2=3 < 2=3somér
olosbart.

e Omz >2fas |z|+|2—2| =3 <= z+2—-2=3 <= z = 5/2, som uppfyller
villkoret « > 2, OK.

Svar: x = —1/2 eller x = 5/2.

199
(b) Summan &r s = 2(500 + d - n), dir femte termen ar 500 + 4d och uppfyller
n=0
199
sambandet 500 + 4d = 476, dvs d = —6. Saledes &ir s = » (500 — 6n) =
n=0

500 + (500 — 6 - 199)

=200 -
2

= —19400.

Svar: Summan ar —19400.

(a) Leden ar definierade forutsatt att + +2 > 0,4 —2x > 0 och 5 —x > 0, dvs da
—2 < x < 2. For dessa x fas

In(x+2)=In(4—-2z) —In(6—2) <= In(x+2)+In(5—-2) =In(4 - 2z) <
<~ In((r+2)(5—2)) =In4d-2z) — /leden ar definierade och In &r injektiv/
— (2+2)5-2)=4-20 < 2> —5r—6=0 < x=—1eller z =6, men
av dessa dr det endast x = —1 som uppfyller villkoret —2 < x < 2.
Svar: z = —1.
(b) Bada leden &r positiva och In &r injektiv, sa 2e* = 2% <= In(2e”) =1n(2%) <=
In2
1-In2

Svar: © = —

< r+In2=2h2 <= 2(1-1In2)=—-In2 <= z =
In2
1—In2

" = (3 — 4i)(cosx +isinz) = 3cosx + 4sinz +i(3sinz — 4cosx), sa

25 .
Im( ,e”) = 3sinx — 4 cos zx.

Svar: 3sinx — 4 cosz.

(b) 422 —16iz—13—4i =0 <= 22 —4iz—13/4—i =0 < (z —2i)*> = i—3/4. Sitt

z—2i=a+bi(a, b reella) sa fas (a+bi)? =i—3/4 < a*>—b>+2abi =i—3/4.
Identifiera realdel, imaginardel och belopp sa fas

Re): a? — b? = —3/4
Im): 2ab=1

Abs): @® +b* = /(=3/4)2+12=5/4

dir (Re) + (Abs) ger 2a*> = 1/2, dvs a = +1/2 och (Im) ger b = 1/(2a), dvs
a =1/2ger b =1o0cha= —1/2ger b = —1. Kontroll visar att dessa a och

b uppfyller alla tre ekvationerna. Eftersom z = a+ bi+ 2i fas slutligen z = 1/2+3i
eller z = —1/2 4.

(
(
(

Svar: z=1/2+3i eller z = —1/2 4.



xr=3x—m/5+2nw
4. (a) sinz =sin(3z —7/5) <= sinz <= | eller =
r=7— 3z —m/5)+ 2nm
x=m/10 —nw
<= {eller dar n ar heltal.
x = 3r/10 +nm/2
Svar: = 7/10 4+ nx eller x = 37/10 + n7/2 dér n ar heltal.

(b) cosz < 0 eftersom 7/2 < < 7. Alltsa &r cosz = —V/1 —sin’z = —2v/2/3,

i 1/3 1
vilket ger tanx = ST / = —

cosz  —2/2/3 22

Svar: tanz = ———.

2V2
2 ) ) 1
(c) cos (2arctan —= ) = / cos2v = 2cos“v — 1 och cos* v = ———— / =
V7 1+ tan?v
2

= —1= = —.
1
1 + tan? (arctan —\%) I+7 11

2
Alt: cos (arctan ) kan bestammas ur lamplig rdtvinklig triangel.

VT
Svar: 3/11.

3 1
5. V3cosTr —sinmr = V2 = 2 <\2[cos7rx—2sinm:> =2 —

= /v = 71/6 #r en l6sning till cosv = V/3/2, sinv = 1/2/ =
0 LT 1 <7r n ) 1

<= CO8 = COSTX —sin —sinmr = —= <= cos (= +7x) = —(= <
6 6 V2 6 V2

1
<= %—i—mv:i%—i—%wr <= :c:ﬁ—&—Qnellera::—1—52—1—2nd'3'urnéirheltal.

Svar: z = 0 + 2n eller x = 1 + 2n dar n ar heltal.

. .. . . 2et —1
6. Funktionen ar definierad da =3 > 0.
e —
26" -1 =0 = z=—-In20oche® -3 =0 <= z =1In3 sa teckentabellen
T —In2 In3

2e" —1 | — 0 + +

e’ =3 | — - 0 +

2e —1

0

——3 | * A+

visar att funktionen &r definierad da z < —1In2 eller z > In 3.
2e* — 1 5 2e"—1 9
Y=\ 3 :>y:€w_3 = y (" =3)=2¢"-1 =
3y —1 3y —1
— (P -2 =3 -1 = ¢ = Y = z=hY dvs ekvationen
y:—2 y?—2
y = f(z) har hogst en 16sning for varje y vilket visar att f &r injektiv och att f~1(y) =
3y2 —1
In 5 .
Y= —2

3z2 -1
2 -2

Svar: Dy ={z: 2 < —In2ellerz>1n3}, f'(z) =ln



r+(x+1)  2zx+1
l—2(z+1) 1—2—22
Dessutom géller —7/2 < HL < 7/2, och eftersom tan &r injektiv (strangt vixande) pa
detta intervall sa kommer leden att vara lika for alla « sadana att —7/2 < VL < /2.

7. tan(VL) = tan(arctanx + arctan(z + 1)) =

= tan(HL).

Observera att arctan x ar ett argument for ett komplext tal, 1 +iz = V1 + x2 gharctane,
Pa samma sétt ar 1 +i(x +1) = /1 + (x + 1)? grarctan(z+l) gq
(1 + ’L:L')(l + Z(l’ + 1)) — \/(1 + $2)(1 + (IL‘ + 1)2) ei(arctana:—&—arctan(ac—f—l)).

Eftersom —7 < arctan x + arctan(x + 1) < 7 sa foljer darfor att

—g < arctanx + arctan(z + 1) < g < Re((1+iz)(1+i(z+1))) > 0.

Men Re((l—i—z’x)(l—i—i(w—l—l))) =1-a—2°= —(xQ—i-x—l) = _ (g; 4 1- \/5> (;p + 1+ \/5>

2 2

—1—-+5 -1 5
sa teckenstudium pa vanligt sétt visar att olikheten géller da V5 <z < i

2 2
125 145
“1-Vh 145

Svar: 5 T 5



