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Inga hjilpmedel &r tillatna. Losningarna skall vara fullstindiga, vialmotiverade, ordentligt skrivna och
avslutade med ett svar. Svaren ska ges pa sa enkel form som mgjligt. Varje uppgift ger maximalt 3 poéng.

En tentand som fatt farre dn 9 skrivningspo#ng far addera intjinade bonuspoing! till sin skrivningsposng
sa lange summan av bonuspodng och skrivningspoéng inte 6verstiger 9. For betyg 3, 4 och 5 ricker 9,
12 resp. 15 poéng.

Svar och 16sningsforslag finns pa kurshemsidan efter tentamens slut. Lycka till!

1. (a) Bestdm alla x € R sadana att |2 + 22| =« — 1. (1p)
(b) Bestam alla « € R sadana att In(x — 2) + In(x + 1) = 2In 2. (2p)
2. (a) Berfikna arctan (tan 2). (1p)
(b) Visa att 16 cos®(z) sin?(x) = 2 cos(x) — cos(3x) — cos(5z). (2p)

3. Bestam alla x € R sadana att

cos(2x) — 2v/3 sin(x) cos(x) = 1.

4. For polynomet p(z) = 2* — 423 + 1122 — 142 + 10 giller det att p(1 — i) = 0. Bestéim alla z € C
sadana att p(z) = 0.

5. Bestdm storsta mojliga definitionsméngd till funktionen

- (52

och visa att funktionen ej dr inverterbar med denna definitionsméngd.

6. Bestam alla x € R sadana att
arctan(2x) + arccos(z) =

SIE

7. Bestam alla z € C sadana att

nC%AW”W_ﬁ—i

k
k=0

1Godkind dugga 1 ger 2 bonuspoiéng. Minst 6 poing pa dugga 2 ger 2 bonuspoing, godkind dugga 2 ger ytterligare 2
bonuspoéng, d v s godkidnd dugga 2 ger totalt 4 bonuspoing.



Losningsskisser for TTIT02 2014-04-23

1.

(a)

For absolutbeloppet géller det att

20 +2om x > —1
|22 4+ 2| =
—(2x+2)omz< -1
och vi delar upp problemet i tva fall:
x > —1: I detta fall blir ekvationen
20+2=0x—-1 & x=-3.
Eftersom —3 < —1 sa bortser vi fran denna l6sning.

x < —1: I detta fall blir ekvationen

1

3

Eftersom —1/3 > —1 sa bortser vi dven fran denna losning. Vi drar slutsatsen att det inte
finns nagra x € R som loser den ursprungliga ekvationen.

2r—2=x—-1 & —-1=3r & x=-

Eftersom In(z) endast dr definierad da = > 0 dr den givna ekvationen definierad endast for
z € R sadana att

r—2>0o0ochx+1>0,

vilket sammantaget ger att x > 2. Under antagandet att > 2 kan vi anvénda logaritmlagarna
for att skriva

In(z-2)+In(z+1)=2Im2 < h(z-2)(z+1)=h4d & (z-2)(z+1)=4,

eftersom In dr en injektiv funktion. Vi loser vidare ekvationen:

1\* 1
(r—-2)(z+1)=4 & 2*-2-6=0 < (z—) -—-—6=0 <

2 4
1 5
:cfizzti & x=3eller x = -2.
Eftersom den ursprungliga ekvationen endast &r definierad for = > 2 sa bortser vi fran
16sningen x = —2. Alltsa, den enda losningen till ekvationen ges av x = 3.

For —m/2 <z < w/2 géller det att arctan(tanz) = z, och eftersom

tan 31 = tan 3—71- — = tan _QI

a 5 = ta 5 T | = ta 5
arctan | tan 31 = arctan | tan —2—7T = —21
5 o 5 -~y

eftersom arctan(tan(z)) =z da —7n/2 < x < 7/2).

erhaller vi

Vi anvéinder oss av Eulers formler

1

sin(z) = Z(e” —e ) cos(z) = = (e + e ")

DN =

for att skriva om uttrycket

16
23(2i)?

_ _%(631@ + 3€iw + 3672@ 4 6731’9:) (62i:v —24 6721‘1)

16 cos®(z) sin®(z) = ?

(eix 4 e—ix)?’(eix _ e—ix)

_ _%(eSim + e—Siw 4 e3iw + e—3iw _ 2eix _ Ze—ix)

= —cos(bx) — cos(3z) + 2 cos(x).



3. Eftersom sin(2z) = 2sin(x) cos(z) kan vi skriva om ekvationen som
cos(2z) — V/3sin(2z) = 1.

For att 16sa denna ekvation infoér vi en ”hjélpvinkel” i vénsterledet; alltsa, vi vill finna C' > 0 och
v € R sadana att

C'sin(2z + v) = cos(2z) — V/3sin(2z).
Genom att anvinda additionsformeln for sinus ger detta
C'sin(2z) cos(v) + C cos(2z) sin(v) = cos(2z) — V3 sin(2z),
vilket ger féljande ekvationer for C' och v:

{Ccos(v) =3

. =  C?cos’(v) + C?sin’(v) = (—V3)2+12 = C=2
Csin(v) =1

da vi jamfor koefficienterna framfor cos(2z) och sin(2z). Med C' = 2 blir ekvationssystemet

{COS(U) = 7@

sin(v) = 3

vilket 16ses av v = 57 /6. Vi har saledes visat att
. om .
2sin (Zx + 6) = cos(2z) — V/3sin(2z),

vilket gor att den ursprungliga ekvationen kan skrivas som

sin 2m+5—ﬂ- —1
6 ) 2

Eftersom sin(7/6) = 1/2 sa har denna ekvation lésningarna

5 5
2x+%:%+27m eller 2$+%=7T—%+27T7’L &

2

2x:—§+27m eller 2x=2mn <
T

x:—F—Hm eller x=mn

dér n dr ett godtyckligt heltal.

4. Eftersom polynomet har reella koefficienter sa maste dven 1+ ¢ vara en rot till p(2), vilket medfor
att

(z—=1—i)(z—141d)=2>—22+2
delar p(z) enligt faktorsatsen. Polynomdivision ger vidare att
p(z) = (22 =22 +2)(2* — 22 +5).

Att p(z) = 0 innebir att antingen 22 — 2z + 2 = 0 (vilket ger oss z = 1 + i eller z = 1 — i) eller
22 — 22+ 5 = 0. Vi beriiknar

22-2245=0 & (z-12-145=0 & (-1 °=-4 &
z—1=42 & z=1+2i.

Alltsa, rotterna till polynomet ges av 1+ 4,1 — 4,1+ 2i, 1 — 24.



5. Eftersom In(x) #r definierad fér > 0 och y/z &r definierad for > 0 s maste foljande gélla for
att det givna uttrycket skall vara definierat:

242x -5 242x-5
eto1, A5 (m)
1+x

Eftersom In &r en viixande funktion och In(1) = 0 dr de sista tva villkoren ekvivalenta med att

2 _
542z -5 -
1+ -
Lat oss nu skriva om denna olikhet:
2 _ 2 _ 2 _ K _
x? + 2z 521 o + 2z 5_120 o +2x—5 (1+$)20 o
1+ 1+ 1+xz
2 _ _
z‘+ 620 N (x 2)(30—1—3)70
1+ 1+
och vi studerar olikheten med hjélp av en teckentabell:
-3 -1 2
z+3 -0 |+ |+ |+ ]|+ |+
z+1 - - - 0O |+ |+ |+
T —2 - - - - -1 0|+
G [0 [+ A - o]+
Vi kan avlisa att (x —2)(z+3)/(x+1) > 0da
—3<xr< -1 eller x>2.
Notera att dessa intervall utesluter punkten z = —1, vilken ej far vara med i definitionsméngden.

Alltsa, storsta mojliga definitionsméingd ges av
Dy={zeR:-3<z<—1ellerz>2}.

For att visa att funktionen ej ar inverterbar berdknar vi

1) = m(572) = VM o
f(=3) = 4/m (9‘_6;5) _ /(D) = 0.

Eftersom 2 € Dy, —3 € Dy och f(2) = f(—3) &r funktionen ej injektiv och alltsa ej inverterbar.

6. Genom att tillimpa cosinus pa bada sidor av ekvationen fas

arctan(2z) 4 arccos(z) = g = cos (arctan(2z) + arccos(z)) = 0.

Med hjalp av additionssatsen for cosinus far vi att
cos(arctan(2z)) cos(arccos(z)) — sin(arctan(2x)) sin(arccos(z)) = 0,

och eftersom

1 T
cos(arctan(r)) = ———, sin(arctan(z)) = ———, sin(arccos(z)) = V1 — 22
V14?2 V14?2

kan vi skriva om denna ekvation som

221 — 22
\/1_T_42_\x/\1/_’_47x2:0 = r=2x\1—x2 = rz=0celler 1 =241 — 22 -
€L €T
V3

zx=0e¢llerl =4—42° < z:Odmx:iaa




Da vi ej har ekvivalens genom hela l6sningsgangen, sa provar vi vara losningskandidater i den
ursprungliga ekvationen:

x = 0: arctan(0) + arccos(0) = 0+ 7/2 = 7/2. Alltsa &r x = 0 en 19sning.
x =+/3/2: arctan(v/3) + arccos(v/3/2) = 7/3 + 7/6 = m/2. Alltsa ir = = 1/3/2 en l6sning
x = —/3/2: arctan(—+/3) +arccos(—v/3/2) = —71/3+57/6 = 7/2. Alltsa ir x = —+/3/2 en 16sning.

Vi sammanfattar med de tre l6sningarna till ekvationen: 0, +v3 /2.

. Binomialsatsen sédger oss att

och vi kan saledes skriva om

n

an:_O (Z)(—l)kz”z"“ => (Z) R (i)E = (2 — i)

k=0
Alltsa géller det att

Zn: <”> (—1)Fzn ki = VB—i e (z—i)" =34,

k
k=0

vilket &r en binomisk ekvation. Vi borjar med att skriva /3 — i pa polér form; dvs vi vill hitta
r > 0 och v € R sadana att

re’ =v3—i = r=[V3—-il=v3+1=2,

vilket ger att

2e" =v3—i & cos(v)+isin(v) = & v=——

6

[\)
B
N | .

Alltsd har vi visat att /3 — i = 2e~¥/6. Vi séitter nu w = z — i och vill séledes 16sa ekvationen
wn — 26—i7r/6

vilket vi gér genom att ansétta w = re’’:

wh =2e0 o P = 2e7/6 o "
nv=—¢%+2mrm (m€Z)

6n n

r=21/n
v=—1 4 2M (g 7)

Alltsa har ekvationen w” = /3 — i precis n stycken 16sningar som ges av

Wy = 2/~ E )

vilket ger att den ursprungliga ekvationen ocksa har n stycken losningar som ges av

zmzwm+i:21/"ei(_ﬁin+ ")—i-i m=20,...,n—1.



