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Tentamen 1 Matematisk Grundkurs
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Inga hjédlpmedel é&r tillatna. Losningarna skall vara fullstdndiga, vélmotiverade, ordentligt skrivna och
avslutade med ett svar. Svaren ska ges pa sa enkel form som méjligt. Varje uppgift ger maximalt 3 poéng.
En tentand som fatt firre &n 9 skrivningspoiing far addera intjinade bonuspoéng? till sin skrivningspoéng
sa ldnge summan av bonuspoéng och skrivningspodng inte overstiger 9. Foér betyg 3, 4 och 5 récker 9,
12 resp. 15 poéng.

Svar och 16sningsforslag finns pa kurshemsidan efter tentamens slut. Lycka till!

1. (a) For vilka reella x dr 3z + |1 — z| = 07
202
(b) Skriv Z 3-2F71 pa enklast majliga form.
k=3

3
kE+5
Beriik .
(¢) Berdkna Z (k N 2)
k=1
2. Los ekvationen In(2 — x) — 2Inz = In(z + 4).

3. (a) Cirkeln C' gar genom origo och har sin medelpunkt i (2, —1). Linjen L gar genom (—1,—3)

och (2, 3). Bestéam alla skiirningspunkter mellan C' och L.
(b) Skriv z = iv/3 — 3 pa polir form.
1—
4. Bestédm definitionsméngden Dy och (om méjligt) inversen till f(z) = ;
z —

5. Skriv cosz sin® z som en summa av cos- och/eller sin-termer.

2

Los ocksa ekvationen 4 cosz sin® z = sinx + cos x.

6. Beridkna arctan 3 + arccos (—

&)

7. Visa att Zln(k2 +k+1)— Zln(kz2 +k)< Z 2

1
— < 1forn=1,23,....
k=1 k=1 k=1 (k + 1)

!Godkiind dugga 1 ger 2 bonuspoing. Minst 6 poing pa dugga 2 ger 2 bonuspoing, godkiind dugga 2 ger ytterligare 2
bonuspoéng, d v s godkidnd dugga 2 ger totalt 4 bonuspoing.
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1-— <1
1. (a) Beloppet kan hanteras med falluppdelning. |1 — z| = S
r—1, omx > 1.

1
o x <1 ger ekvationen 3z + (1 —z) =0 < z = —5 som uppfyller villkoret < 1.

1
o x> 1 gerekvationen 3z +2z—-1=0 <= z = 1 som inte uppfyller villkoret x > 1.

(Alt: Redan fran borjan syns att x mdste vara negativ for att vinsterledet ska kunna bli 0, och
for x < 0 kan ekvationen skrivas 3z + (1 —xz) =0.)

Svar: x = —1/2.
(b) Detta &r en geometrisk summa med forsta term= 3 - 22 = 12, kvot= 2 och antal termer
202
2200 -1
=202 — 3+ 1 = 200. Dirmed bli E 3.9k=1 _19.2 T~ __19.(9200 _ 1)
+ drmed blir 2 51 ( )

Svar: 12 - (2*% — 1)

© g(gjg) O () ()= () () () -zt T s

5-447-54+8-7=204+35+56 =111.

Svar: 111.

2. Logaritmerna dr definierade da 2 —x > 0, £ >0 och x +4 > 0, dvs da 0 < z < 2. For dessa x fas
In(2—z)—2Inz =In(z+4) < In(2—2) =z’ +In(z+4) < In(2—=2) =In (2*(z +4)) <
/lnéirinjektiv/ — 2-—z=a*(r+4) < 2> +42 +2—-2=0. Viseratt 2 = —1 éir en

16sning till denna ekvation, och polynomdivision ger z° + 42 + x — 2 = (z + 1)(2* + 3z — 2) och

—3+V17

slutligen fas z° + 32 —2 =0 <= z = 5

-3+V17
2
uppfyller villkoret (anvind att 4 < /17 < 5).

De tre kandidaterna —1,

34+ V17
2

maste sedan kontrolleras mot villkoret 0 < < 2, och vi ser

att endast —

—3+V17

Svar: ¢ =
var: & 5



3.

(a) En cirkel med medelpunkt (2, —1) har ekvationen (z —2)? 4 (y + 1)? = r2. Cirkeln ska ga
genom origo, sa (z,y) = (0,0) ska uppfylla ekvationen. Saledes &r r* = (—2)? 4+ 1% = 5, dvs
cirkelns ekvation ar (z —2)* + (y + 1)% = 5.

—(=3)

Linjen genom punkterna (—1, —3) och (2,3) har ekvationen y — 3 = m(gg —2) —
y=2x — 1.
-9 2 1 2 _ 5
Skérningspunkterna fas ur ekvationssystemet (2 5 ) Jrl(y +1) —
y =2z~
(x—2)%+ (22)* =5 502 —dx —1=0 x=1ellerx=-1/5
<~ —
y=2x-1 y=2x—1 y=2z-1

(z,y) = (1,1) eller (z,y) = (=1/5,-7/5).
Svar: Skarningspunkterna &r (1,1) och (—1/5,—7/5).

(b) z = iV3 -3 = /\/(—3)2+(\/§)2 = V12 = 2\/3/ = 2\/§<—‘f+z’;>. Vi soker en

cosv = —/3/2

) och vi ser att t.ex. v = 57/6 uppfyller detta (samtliga
sinv =1/2

vinkel v sadan att {

5 ) ;
lsningar #r v = 57/6 4 2nx). Alltsa ir z = 2v/3 (COS g + isin (;T) =2V/3.¢5m/6
Svar: 2v/3 - €77/6,

1—
4. f &r definierad da :; >0 — /t.ex. teckentabell pa vanligt séitt/ — 1< z<2
T —
.. o l-= 2 1—-z 2 2
For dessa x fas y = 5 Yo = 5 = yrx-2)=1-2 = z1+vy°) =
T — T —
9 14 2y2 . " « o .
142y° <= x= 5 Eftersom varje y ger hogst ett x-viirde, har vi visat att inversen finns
Y
_ 1+ 2y2
1 —
och att 7 (y) = 17
14 222
Svar: Dy ={z: 1<z <2}, f(z)= %
eiz + efiz eix _ efiz 2 63iz + 67372:5 _ eiz _ efix
cosxsin?x = . - = =
2 ( 24 > -8
1 637,'30 +673i:1: eiz +67iz 1
=7 < 5 - 3 > :fz(cos&z:fcos:z:).
Med hjélp av denna omskrivning fas att
4coszsin?z =sinz + cosz <= —cos3z + cosz = sinz +7rcosm < cos3r = —sinz <=
3x = 5 + 2z + 2nm
cos 3z = sin(—x) <= cos3z = cos (g + x) < (eller =
3r = — (ngz:) + 2nm
4
r=—+4n
1 m
eller dér n ar godtyckligt heltal.
T T
rT=——=+—=
8 2
™
T = 1 +nm
Svar: | eller dér n dr godtyckligt heltal.
T nm
rT=—-——=4 —



2
6. Lat v = arctan 3 + arccos (—) Forst gor vi nagra uppskattningar:

V5

e 0 < arctan3 < g, eftersom 3 > 0

s 2 2
) 3 < arccos | ———= | <, eftersom —1 < —— < 0.

V5 V5

3
Hérav foljer att g <v < g

Tittar vi dérefter pa tangens for vinkeln sa fas

tan(arctan 3) 4 tan (arccos (—%))

1 — tan(arctan 3) - tan (arccos (—l))

tanv =
V5

9 sin ( arccos { —
= /tan(arctan 3) =3, tan <arccos (—)) =
V5 cos (arccos (—

— cos2 2
\/1 cos (arccos ( )) 1-4 1

7
COSs (arccos (*l)) :/7% 2’

2 2
dér vi utnyttjat att sin (arccos (—)) > 0 eftersom g < arccos (—\/5> < 7r/ =
3- 4

EEE)
. T e 7r 3T e
Av detta drar vi slutsatsen att v = 1 + n7 for nagot heltal n, och eftersom 5 <v< -5 sa foljer
o1

att enda mojligheten ar att v = i

Sk |G
N | N——
SN—

|

ot

=1.

5T
Svar: v = —.
var: v 1

7. Vénstra olikheten f('jljer av foljande resonemang.

> In (K +k+1) Zlnk2+k Z(ln(k2+k+1) In(k? + k) Zln( k2+k>

k=1 k=1
1
</3:=1—|—k2+k>lochlnx<m—1déx>0,x;«él/<

n 1 n 1
I+ ———1]=) ——.
<Z(+k2+k ) ;kuk
Hogra olikheten foljer av
G| - 1 " k+1-k E+1 k
Zk2+k_ k(k+1)_z k(k+l)_z_:1<k(k+l)_k(k+1)>_

1 1 1
+ (- - =1-——x1
n n+1 n+1




