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Tentamen i Inledande matematisk analys 2015-08-18 kl 14-19

Inga hjälpmedel är till̊atna.

Lösningarna skall vara fullständiga, välmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med ett
svar. Svaren ska först̊as ges p̊a s̊a enkel form som möjligt.

En tentand som f̊att färre än 9 skrivningspoäng f̊ar addera intjänade bonuspoäng1 till sin
skrivningspoäng s̊a länge summan av bonuspoäng och skrivningspoäng inte överstiger 9.

För betyg 3, 4 och 5 räcker 9, 12 resp. 15 poäng.

Svar m m finns att hämta p̊a kurshemsidan efter tentamens slut. Resultat meddelas via e-brev.

1. (a) Lös olikheten
x+ 2

x
≤ x. (2 p)

(b) Beräkna

(
14

11

)
. (1 p)

2. (a) Förenkla uttrycket e−3 ln 2 · ln 9

e8
− 1

4
ln 3. (1 p)

(b) Lös ekvationen 2 ln(2− x)− ln

(
10

3
− x
)

= ln 3. (2 p)

3. (a) Vilka x ∈ R uppfyller sambandet sin
(
x− π

5

)
= sin

(
x+

π

5

)
? (1 p)

(b) Bestäm |i cosx− sinx| för alla x ∈ R. (1 p)

(c) Beräkna cos

(
π

3
− arccos

(
−1

3

))
. (1 p)

4. Finn alla komplexa lösningar till ekvationen z3 + 2
√

2 i = 0.

Svara p̊a rektangulär form, d v s p̊a formen z = a+ bi där a, b ∈ R.

5. I en aritmetisk summa med 20 termer är produkten av 5:e och 6:e termen lika med
första temen och om man drar bort 2 fr̊an första termen f̊ar man dubbla 5:e termen.
Bestäm alla värden som summan kan anta.

6. Lös ekvationen 6 sin 3x = 5 + 8 cos 3x.

7. L̊at 0 6= x ∈ R. Visa att
n∑
k=1

e−k
2x ≤ 1− e−n2x

ex − 1
för n = 1, 2, 3, . . ..

1Godkänd dugga 1 ger 2 bonuspoäng. Minst 6 poäng p̊a dugga 2 ger 2 bonuspoäng, godkänd dugga 2 ger
ytterligare 2 bonuspoäng, d v s godkänd dugga 2 ger totalt 4 bonuspoäng.



Lösningsförslag

1. (a)
x+ 2

x
≤ x ⇐⇒ x2 − (x+ 2)

x
≥ 0 ⇐⇒ (x+ 1)(x− 2)

x
≥ 0. Teckentabellen

x −1 0 2

x+ 1 − 0 + + +
x− 2 − − − 0 +
x − − 0 + +

(x+ 1)(x− 2)

x
− 0 + 6 ∃ − 0 +

visar att olikheten gäller d̊a −1 ≤ x < 0 eller x ≥ 2. Svar: −1 ≤ x < 0 eller x ≥ 2.

(b)

(
14

11

)
=

(
14

14− 11

)
=

(
14

3

)
=

14 · 13 · 12

1 · 2 · 3
= 14 · 13 · 2 = 364. Svar: 364.

2. (a) e−3 ln 2 · ln 9

e8
− 1

4
ln 3 = eln(2

−3) ·
(
ln 9− ln

(
e8
))
− 1

4
ln 3 =

1

8
(2 ln 3− 8)− 1

4
ln 3 =

−1.

Svar: −1.

(b) Logaritmuttrycken är definierade d̊a 2− x > 0 och
10

3
− x > 0, dvs d̊a x < 2.

För dessa x är 2 ln(2−x)−ln

(
10

3
− x
)

= ln 3 ⇐⇒ ln(2−x)2 = ln

(
3

(
10

3
− x
))

⇐⇒

⇐⇒ ln(2−x)2 = ln(10−3x) ⇐⇒
/

ln är injektiv

/
⇐⇒ (2−x)2 = 10−3x ⇐⇒

⇐⇒ x = 3 eller x = −2. Men av dessa är det endast x = −2 som uppfyller villko-
ret x < 2, dvs x = −2 är enda lösningen.

Svar: x = −2.

3. (a) sin
(
x− π

5

)
= sin

(
x+

π

5

)
⇐⇒


x− π

5
= x+

π

5
+ 2nπ

eller

x− π

5
= π −

(
x+

π

5

)
+ 2nπ

⇐⇒

⇐⇒


−2π

5
= 2nπ

eller

2x = π + 2nπ

där n är heltal. Den övre ekvationen saknar lösningar

medan den undre har lösningarna x =
π

2
+ nπ. Svar: x =

π

2
+ nπ där n är heltal.

(b) D̊a x är reellt s̊a är |i cosx− sinx| =
√

(− sinx)2 + (cosx)2 =
√

1 = 1. Svar: 1.

(c) cos

(
π

3
− arccos

(
−1

3

))
= cos

π

3
·cos

(
arccos

(
−1

3

))
+sin

π

3
·sin

(
arccos

(
−1

3

))
.

Eftersom 0 < arccos

(
−1

3

)
< π =⇒ sin

(
arccos

(
−1

3

))
> 0 s̊a är

sin

(
arccos

(
−1

3

))
=

√
1− cos2

(
arccos

(
−1

3

))
=

√
1−

(
−1

3

)2

=
2
√

2

3
. Därav



följer att cos

(
π

3
− arccos

(
−1

3

))
=

1

2
·
(
−1

3

)
+

√
3

2
· 2
√

2

3
=

2
√

6− 1

6
.

Svar:
2
√

6− 1

6
.

4. z3 + 2
√

2 i = 0 ⇐⇒ z3 = −2
√

2 i ⇐⇒ z3 = 23/2 · e−iπ/2. L̊at z = reiv där r ≥ 0 och
v ∈ R s̊a f̊as
z3 = 23/2 · e−iπ/2 ⇐⇒ r3e3iv = 23/2 · e−iπ/2 ⇐⇒

⇐⇒

{
(Abs) : r3 = 23/2, r ≥ 0

(Arg) : 3v = −π
2

+ 2nπ
⇐⇒

r =
√

2

v = −π
6

+
2nπ

3
, n är heltal

s̊a de tre

lösningarna blir z1 =
√

2e−πi/6 =
√

2

(√
3

2
− i1

2

)
=

√
3

2
− i 1√

2
, z2 =

√
2eiπ/2 = i

√
2

samt

z3 =
√

2e7πi/6 =
√

2

(
−
√

3

2
− i1

2

)
= −

√
3

2
− i 1√

2
.

Svar: z = i
√

2 eller z = ±
√

3

2
− i 1√

2
.

5. L̊at första termen vara a och skillnaden mellan termerna d, s̊a att summan är s =
19∑
k=0

(a + k · d). De b̊ada villkoren ger d̊a sambanden

{
(a+ 4d)(a+ 5d) = a

a− 2 = 2(a+ 4d)
⇐⇒{

(a+ 4d)(a+ 5d) = a

a = −2− 8d
⇐⇒

⇐⇒

{
(−2− 4d)(−2− 3d) = −2− 8d

a = −2− 8d
⇐⇒

{
12d2 + 22d+ 6 = 0

a = −2− 8d
⇐⇒

⇐⇒

{
d = −3/2 eller d = −1/3

a = −2− 8d
⇐⇒


a = 10, d = −3/2

eller

a = 2/3, d = −1/3.

Den aritmetiska summan s =

19∑
k=0

(a + k · d) = 20 · a+ (a+ 19d)

2
= 10(2a + 19d),

vilket i de tv̊a fallen ger s = −85 (d̊a a = 10, d = −3/2) respektive s = −50 (d̊a
a = 2/3, d = −1/3).

Svar: Summan kan anta värdena −85 eller −50.

6. 6 sin 3x = 5 + 8 cos 3x ⇐⇒ 6 sin 3x− 8 cos 3x = 5 ⇐⇒
⇐⇒ 10

(
3

5
sin 3x− 4

5
cos 3x

)
= 5 ⇐⇒ 3

5
sin 3x− 4

5
cos 3x =

1

2
⇐⇒

⇐⇒
/

cos v =
3

5
, sin v = −4

5
har en lösning v = − arccos

3

5

(
= − arcsin

4

5

)/
⇐⇒

⇐⇒ cos

(
− arccos

3

5

)
sin 3x+sin

(
− arccos

3

5

)
cos 3x = sin

(
3x− arccos

3

5

)
=

1

2
⇐⇒



⇐⇒


3x− arccos

3

5
=
π

6
+ 2πn

eller

3x− arccos
3

5
=

5π

6
+ 2πn

⇐⇒


x =

1

3
arccos

3

5
+

π

18
+

2πn

3
eller

x =
1

3
arccos

3

5
+

5π

18
+

2πn

3

där n är

heltal.

Svar: x =


x =

1

3
arccos

3

5
+

π

18
+

2πn

3
eller

x =
1

3
arccos

3

5
+

5π

18
+

2πn

3

där n är heltal.

7. För x 6= 0 och n = 1, 2, 3, . . . är

n∑
k=1

e−k
2x = e−x + e−4x + e−9x + · · ·+ e−n

2x ≤

≤ e−x + e−2x + e−3x + e−4x + · · ·+ e−n
2x =

n2∑
k=1

e−kx =
n2∑
k=1

(
e−x
)k

=

=

/
geometrisk summa med första term= e−x, kvot= e−x 6= 1 och med n2 termer

/
=

= e−x · 1− (e−x)
n2

1− e−x
=

1− e−n2x

ex − 1
, dvs

n∑
k=1

e−k
2x ≤ 1− e−n2x

ex − 1
, vsv.


