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Inga hjilpmedel &r tillatna. Varje uppgift kan ge maximalt 3 poéng. Fullstdndiga moti-

veringar krivs. Betygsgranser: 8/11/14 poéng ger betyg 3/4/5.
1. (a) Bestam losningen f(x,y) till den partiella differentialekvationen
3xf, —yf, = 24x
med bivillkoret f(x,2) = 0, genom att byta till variablerna v = xy? och v = .
(2p)
, , 0 , 0 felz,y) =xy
(b) Visa att det inte finns nagon funktion f(z,y) sadan att ¢ , (1p)
fi(z,y) ==

2. Bestam alla lokala maximi- och minimipunkter samt sadelpunkter till funktionen
fla,y) = 2%y +y* = 2ay
3. (a) Berdkna riktningsderivatan av f(z,y,2z) = yz?¢® i punkten (0,3,1) i den

riktning som ges av vektorn (1,2, —2). (1p)
a(fh f2)

a(wh Wz, W3, W4, Ws, wﬁ)

3
SOm ges av f(w) _ fl(w1,w2>w3,w4,w5,w6) _ w; W2 w3 9 (1 )
& fa(wy, wa, w3, Wy, ws, we) wy ws W)\ - AP

(c) Lat f(x,y) = x%y. Berdkna f.(1,2) genom att anviinda definitionen av partiell
derivata. (1p)

(b) Bestam funktionalmatrisen f'(w) = av f: RS — R?

4 _
4. Bestdm de punkter pa kurvan xy+y® —— =1 ivilka T = (2,—1) &r en tan-

x
gentvektor. Ange pa parameterfri form ekvationerna fér normallinjerna till kurvan
i dessa punkter.

5. Berdkna trippelintegralen ///(z + V2?2 +y? + 22) dedydz
D

dir D={(z,y,2)€ER3: 2? + 9>+ 22 <2, 2 <0,y > 0,2 <0}
6. Bestdm storsta och minsta virde, om de finns, av f(z,y,2) =+ — 3y + 2z da
(z— 1) +y*+ 222 < 12.
dxdy
N

grinsas av kurvorna y = 2 och x = y2. Varfor ir integralen generaliserad? Beriikna
integralen eller visa att den &r divergent.

déar D &r den begrinsade mangd som av-

7. Betrakta dubbelintegralen / /
D
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1. a) Kedjeregeln ger f, = fiul, + fivl, = v f, + f, och f; = flu, + flv), = 3xy*f;. Detta
ger 3uf, —yf, = 24x < 3w(y*fi, + f) —y - 3ay’f, = 3af, = 24z (Va,y) & f, =8 &
f =8v+g(u), g godtycklig. Alltsa blir f(z,y) = 8z + g(xy?). Bivillkoret f(x,2) =0 ger
8+ g(8x)=0= [t =8z] = g(t) = —t = [t = 2y®] = g(zy®) = —xy® =

Svar: f(z,y) = 8x — zy?.
fr =y = p(z,y
b) { ( ) ( ) losbart < p/y _ q/z Har ar p; = 7é 20 = q/z = lijsning

saknas.
Alternativt: fr(z,y) = zy = f(z,y) = 2%y/2 + g(y) = fi(z,y) = 2*/2 4+ ¢'(y), jamfor
med kravet f;(z,y) = 2° = ¢'(y) = #%/2, men ¢(y) kan inte bero pa = sa l6sning saknas.

2. Stationéra punkter fas av f, = 2zy — 2y =2y(z —1) =0 (1), f; =2° +2y — 20 =0
(2. (1)= y=0ellerz=1.y=0i(2) = 2°—2r=0 =z =0ellerz=2,0chz =1
i (2) = y = 3. Alltsd &r (0,0), (2,0) och (1, 3) stationéra punkter.

= 2y, = 2x — 2, f,, = 2 ger i (0,0) Hessianen (H f)(0,0) = (_02 _22> med

egenvéirden M =1++v5>00ch Ay =1—+5 <0, alltsa sadelpunkt. Alternativt fas
Q(h, k) = —4hk + 2k* = 2(k — h)* — 2h?, tecken + och —, alltsa indefinit och punkten

en sadelpunkt.

1(2,0)fas (Hf)(2,0) = (2) 3) ocksa med egenviirden \; = 14++/5 > 0, Ay = 1—/5 < 0,
alltsa sadelpunkt. Alternativt fas Q(h, k) = 4hk + 2k? = 2(k + h)?> — 2h?, tecken + och
—, alltsa indefinit och punkten en sadelpunkt.

I(1,3) fas (Hf)(1,3)= (é g) med egenvirden A\; =1 > 0 och A\y =2 > 0, alltsa lokalt

minimum. Alternativt fas Q(h, k) = h? + 2k?, tecken + + = positivt definit = lokalt

Svar : (1,

3.a) [(1,2,-2)| = /12 + 22 4 (—2)2

(yz2e®, 22 ’”2yze):>Vf(03)

5(1,2,-2) =3(3+2—-12) =

b) F(5) = (fl(wl,wg,wg,w4,w5,w6 ) <3w1 + 2wy +7w3> N
fo(wy, we, w3, Wy, ws, we) 3wy + 2ws + Tweg

) dr ett lokalt min och (0,0) och (2,0) sadelpunkter

=3 = v=3(1,2,-2) har lingd 1. Vf(z,y,2) =
(37 ]-76> = fé(oa?)?l) = Vf(O,?), 1) U= (37 ]-76> :

\/ l\?l»—t

(f1 o )y (A (A, (A1) (fl)wﬁ):<3 270 0 0)
(f2)w, (fa ws (fz)wg( (fz~))w4 (2() ({g);% 2 000 322 7
fA+h2) —f1,2) . (1+h)?-2-12.2  2h*+4h

- };L%@h Rk

4. Normalvektor till nivakurvan f(z,y) = zy+y>*— 2 =1 4r Vf(z, y) (y+ 2,2+ 2y).
Sok punkter pa kurvan déir T@t)-Vf(z,y) =0= (2,-1) - (y+ 5,2+ 2y) =0=
2+ %) —(z+2y) =5 —2=0=2° =8 = 2 =2, vilket insatt i zy + 3 —%:
ger > +2y —3=0= y = 1 eller y = —3 = i punkterna (2,1) och (2, —3) pa kurvan
ar T(t) = (2, —1) en tangentvektor. Normallinjerna i dessa punkter ges av (2, —1) - (z —
2y—1)=02r—y=3resp. (2,—-1)-(z —2,y+3) =020 —y=".

Svar: Punkterna &r (2,1) och (2, —3) och normallinjerna 2z —y = 3 resp. 20 —y =17



5. Mangden D : 2?24+ 9y?+22<2,2 <0,y >0,z <0 bliri rymdpolira koordinater
E:0<r<vV2,m/2<0<7 7/2<¢ <7 Med z=rcosh, \/22 +y> + 22 = r och

d(wy2)|
d(r,0,

///2—1— 2?2 4+ y? + 22) dedydz —///TCOSQ—I—T r? sin Odrdfdy =

v
_ , rd sin? 0 7r
= //2 /ﬂ/Q/ 73 (sin @ cos 0 + sin 0)drdfdy = [Z}o [ 5~ Cos 0] /2 [gp} o2 =

r2sin 6 fas

4 0 1
= (41— 40) (r— =

T T
1 \2 2 )= Svar: 7

6. Storsta och minsta virde av f(z,y,2) = v — 3y + 2z existerar eftersom funktionen
4r kontinuerlig och méngden (z — 1) + 3 4+ 22% < 12 ir en sluten fylld ellipsoid (alltsa
kompakt). Vi ska undersika: (1) inre punkter, (2) randen g(z,y,2) = (z—1)*+y*+22% =
12. Sék stationdra inre punkter, Vf(x,y,z) = (f;, f,, 1) = (1,-3,2) # (0,0,0), inga
stationédra punkter. Pa randen (2) séker vi punkter diar V f(z,y,2) och Vg(z,y,z) =
(2(x — 1), 2y,4z2) ér parallella. Vf x Vg =0 ger (—12z — 4y, 4r — 4 — 42,2y + 62 — 6) =
(0,0,0). =12z —4dy = 0=y = =3z och 4o —4 — 42 =0 = = = z + 1 (vilket ger att
2y + 6x —6 = —6z + 62 + 6 — 6 = 0 ocksa ar uppfylld). Insatt i g(x,y,z) = 12 fas
(z24+1-12+(-32)2+22=12= 22=1 = 2z=+41= (z,y,2) = (2,-3,1) och
(x,y,z) = (0,3,—1) ar enda kandidater. [Alternativt: Vg = kVf = 2(x — 1) =k, 2y =
—3k, 4z =2k =>x=1+k/2,y = —3k/2, 2 = k/2 som insatt i g = 12 ger k? = 4 =
k = £2 som ger samma punkter som ovan.] f(2,-3,1) =13, f(0,3,-1) = —11 =
Svar: Minsta vérde ar f(0,3,—1) = —11, storsta f(2,—3,1) = 13

7. Omradet D kan skrivas 22 < N <z, 0 <z <1, se figur med y = 2 och y = \/x
ritade. Funktionen f(z,y) = bhr obegransad V1d (x y) (0,0) i nedre vénstra

hornet av D, darfor ar 1ntegralen generahserad

0.5F
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Eftersom f(z, y) > 01 D kan vi rdkna pa med upprepade enkelintegraler.

Va : '
// drdy _ T = [evilr T =2 [ ¥ -1 do = 2t -y = 6
0 x? \/g 0 v 0

Integralen ar alltsa konvergent. Svar : 6

[Notera att fol x73/*dx #r generaliserad men lim, o+ fal v dr = limg_+ [42'/4]) =
lim,_,o+ (4 — 4a'/*) = 4 — 0 = 4, far skrivas som ovan fol 273 dy = [42V4)h =4 -0 = 4]



