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Inga hjilpmedel &r tillatna. Varje uppgift kan ge maximalt 3 podng. Fullstdndiga moti-
veringar krivs. Betygsgrianser: 8/11/14 poéng ger betyg 3/4/5.

sin x
1. (a) Berikna grénsvirdet  lim Y eller visa att det inte existerar. (2p)

(2,9)—(0,0) 22 + y?

(b) Berikna grinsvirdet lim AemVEHHE dller visa att det inte
\x2+y? 422 = o0
existerar. (1p)

2. Bestam storsta och minsta virde, om de finns, av funktionen

fla.y) =2 = 3wy + 3y
pa eller innanfér triangeln med hérn i (—4,0), (2,0) och (2,6).

3. Berdkna dubbelintegralen

1
// $2+3y ————) dzdy
V@2 + 3y?
dir D= {(z,y) e R*: 1 < 2?4+ 3y* < 3}.

t3
4. (a) Bestdm en tangentvektor till kurvan (x(t),y(t), 2(t)) = (2t —2t—3, T 6t—11)

(t € R) i punkten (z,y,z) = (1,2,1) pa kurvan. (1p)
(b) Bestdm pa formen Az + By + Cz = D tangentplanet till nivaytan
ry?z + 22%y2? = 8 i punkten (x,y,2) = (1,2,1) pa ytan. (1p)
(c) Visa att i punkten (z,y,z) = (1,2,1) skdr kurvan i (a) ytan i (b) ortogonalt.
(1p)
5. Bestam alla lokala maximi- och minimipunkter samt sadelpunkter till funktionen
flmy,2) =22 + 2% +9° 4+ 2% — dyz + 22

///e$_y+zdxdydz
D

dir D={(z,y,2) eR¥:2+y+2<1,2>0,y>0,2 >0}

6. Berékna trippelintegralen

7. Bestdm losningen f(x,y) till den partiella differentialekvationen
fo — A fl +4a”f) —2f) =2

med bivillkoren f(0,y) = 0 och f.(0,y) = €Y, genom att byta till variablerna
u=x?>+yochv=ux.
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1. (a) Med f(z,y) = L22% fas lings x-axeln f(z,y) = f(2,0) = S =0 - 0diax — 0,

I2+ 2 2+02
och langs linjen y = x fas f(z,y) = f(z,z) = % =434, 2. 1=1diz—0.
sinw
Olika vérden langs olika riktningar = Svar : Y existerar ej

lim —S———
(29)=(00) 22 + 32
(b) Rymdpoléra koordinater (med z = rcos@ och x? + y? + 2% = r?) ger

. _ 2 2 2 . _ _

lim e VP — Jim rtcos*fe ™ =0 eftersom rte" — 0 dar — oo och
A /I2+y2+22 300 r—00

. . . _ 2 2 2
cos* f #r begrinsad Svar lim e Vrttyira _

v 22 +y2 422 — o

2. Storsta och minsta viirde av f(z,y) = 2® — 3zy + 3y existerar eftersom funktionen #r
kontinuerlig och méngden ar kompakt. Vi ska undersoka: (1) inre punkter, (2a) strickan
Ry pa x-axeln: —4 < x < 2,y = 0, (2b) strickan Ry: 0 < y < 6, x = 2, (2c) strickan
R3:y=x+4, —4 <z < 2, och (2d) hornen (—4,0), (2,0), (2,6). Sok stationéra inre
punkter, Vf(z,y) = (fi,f,) = (32® = 3y, =3z + 3) = (0,0) = (z,y) = (1,1) som
tillhor méngden och f(1,1) =1 &r en kandidat. Pa randdelen R; &r f(z,y) = f(x,0) =

P = g(2), gi(2) =32° =0 =2 =0(pa Ry) = (r.y) = (0,0) = f(0,0) =0 ar
en kandidat. P4 Ry dr f(z,y) = f(2,y) = 8 — 6y + 3y = 8 — 3y = ¢0(y), ¢5(y) ) Z(y) =
—3 # 0 = inga kandidater pa Rs. Pa Ry dr y = z +4 = f(z,y) = f(ac x +4) =
23— 3z(z +4) +3(x +4) = 2% — 322 — 9x + 12 = g3(2), g4(x) = 32> — 6z — 9 =
0 = z = 3 (utanfor R3) eller x = —1 (pa R3) = (z,y) = (—1,3) = f(—1,3) =17 ar
en kandidat. I hornen fas kandidaterna f(—4,0) = —64, f(2,0) = 8 och f(2,6) = —10.

Y
» (2,6)
R3
(=1,3) Ry
Jamforelse av 6 kandidater =
(1,1)
®
Svar: Minsta vérde ar f(—4,0) = —64,
(—4,0) R, (0,0) (20 storsta vérde ar f(—1,3) = 17

3. Variabelbytet © = z,v = /3y ger omradet E = {(u,v) € R? : 1 < u? + v < 3}
dlzy) 1

(omradet mellan tva cirklar med radier 1 och v/3) och funktionaldeterminant dur) = 75"

Dérefter byte fran (u, v) till poldra koordinater (p, ), u = pcosp, v = psin g, ger granser
1<p< \/3, 0 < ¢ < 27 och determinant p.

1 1 1
. 2 2 _ — ViE L2 — —
Alltsa //(\/ZB + 3y x2+3y2)dxdy— \/5//( u?+v u2+v2>dUdU_

27r 271' 3 47 47
dpd E_plYdy = M= —— Svar: —=
=7 / / =) pdpdp = \/_ Pl do = o \/—[ O 373
4. (a) Punkten (1,2, 1) pa kurvan svarar mot parametervirde ¢ = 2. Tangentvektor i god-

tycklig punkt pa kurvan &r T'(t) = (@'(t),y/'(t), #'(t)) = (4t —2,3t%/4,6) = tangentvektor
i(1,2,1) ar (vektorer parallella med) 7'(2) = (6, 3, 6) Svar : (6,3,6)



(b) Med f(z,y, 2) = vy?z+22%yz% ir N = V£(1,2,1) normalvektor till ytan f(z,y, z) =
8 i punkten (1,2,1) (eftersom f(1,2,1) = 8). Vf(z,y,2) = (fi., f;, f2) = (P2 + 4ay2?,
2xyz+2x22% 1y’ +4x?yz) = N = (12,6,12) = tangentplanet ges av N+(z—1,y—2,z—1)
=0 12(r—1)+6(y—2)+12(2—1) =0 120+ 6y + 122 =36 © 20 +y + 22 = 6.

Svar: 2z 4+y+22=06
(c) Kurvan i (a) skdr ytan i (b) ortogonalt i punkten (2,1,2) eftersom tangentvektorn
(6,3, 6) till kurvan &r parallell med normalen (12,6, 12) till ytan: 2-(6,3,6) = (12,6, 12).

5. Stationéra punkter fas av f; = 20+2 =0 (1), f; = 2y—42 = 0(2), fl = 32°+22—4y =
003).1)=z=-1.02)=>y=22210B3) =32—-6:=0=2=0somi
(2) ger y = 0, eller z = 2 som i (2) ger y = 4 . Alltsa ar (—1,0,0) och (—1,4,2)

stationdra punkter. f = 2, f/' =2, fI =62 +2, f, = f. = 0och f/ = —4 ger
2 0 0

Hessianen (Hf)(—1,0,0) = |0 2 —4 ] med egenvirden A\; =6 > 0, Ay =2 > 0 och
0 -4 2

A3 =—-2<0,+,+,— ger att (—1,0,0) &r en sadelpunkt.
Alternativt fas Q(h, k, £) = 2h? +2k* + 20> — 8kl = 2h* +2(k — 2()* — 6(?, tecken + , + , —
ger ( indefinit, alltsa ar (—1,0,0) en sadelpunkt.

2 0 0
I (—-1,4,2) fas (Hf)(—1,4,2) = |0 2 —4] med egenvirden \y = 2 > 0, A\y3 =
0 —4 14

84+ /52 > 0, tecken +, +, + ger att (—1,4,2) ér ett lokalt min.
Alternativt fas Q(h,k,£) = 2h? + 2k* 4+ 140? — 8k( = 2h* + 2(k — 2()* + 6/2, tecken
+,+,+ ger Q positivt definit, alltsa &r (—1,4,2) ett lokalt min.

Svar : Lokalt min i (—1,4,2), sadelpunkt i (—1,0,0)

6. Méangden D kan skrivas 0 <z <1,0<y<1-2,0<2z<1—2x—y. Man far

1 1—x l—xz—y 1 11—z
/// eV dadydz :/ / / eV dzdydx :/ / (e V#1207 dyda =
o Jo 0 o Jo

D
1 pl-a 1 1
:/ / (e —e" V) dydx :/ 36! e Y] b du :/ (-3e* e e—e")dr =
0 Jo 0 0
= [Le? ! 4 lex — %)} = Crl_ e e—_l —04+1=1—-1(e+e™) Svar:1-1(ete™?)
4 2 0 4 2 4 - 4 : 4

7. Kedjeregeln ger f, = fiu, + fiv, = 2xf, + f, och f, = fiu, + fiv, = f,. Anvind
()e =22( ), + (), och () =)y = [, = Qufl, + f1), = 2f0 + 22(f0), + (f); =
27+ 20(a(fL), 4 () 4 2070+ (), = 2, + dafy, + 20fly + 2000, % fi
vy = Qufu 4 fo)y = 2e(f)y + (Fo)y = 22(fo)u + (fo)u = 22 fiu + fubo s Sy = finee

Insatt i ekvationen fas f), —4af), +4a*f) —2f, =2 & 2f, + 42> fil, + 4x f), + fi, —
dxufy, + f,) 42 fl,—2f, =2 & fl, =2 f, =2v+g(u) & f = v*+vg(u)+h(u).
g och h godtyckliga envariabelfunktioner. Alltsa dr f(x,y) = 2? +xg(x® +y) + h(z* +y).
Bivillkoret f(0,y) =0 =0+ 0+ h(y) =0 = h(y) =0 = f(z,y) = 2* + zg(2® + y)
= fl(z,y) = 2x +1-g(x* +y) +x - 2xg (2 + y). Bivillkoret f.(0,y) = ¥ ger da
0+g(y)+0=e"=g(y) =¥ = g(x® +y) = 1 = f(x,y) = 2% + ze® 1Y

Svar: f(z,y) = 2* + ze® Y



