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Inga hjilpmedel &r tillatna. Varje uppgift kan ge maximalt 3 podng. Fullstandiga moti-
veringar krivs. Betygsgrianser: 8/11/14 poéng ger betyg 3/4/5.
1. (a) Bestim alla C3-funktioner f(z,y) sadana att f (z,y) = xy . (1p)

Txy

fi(z,y) =ycosx + zy* + 1
(b) Bestdm alla C'-funktioner f(x,y) sadana att
fo(x,y) =sinz 4+ 2%y — 1

(1p)
(c) I vilken riktning véxer f(z,y,2) = zyz + 22y + 3z snabbast i punkten

2. Bestam alla lokala maximi- och minimipunkter samt sadelpunkter till funktionen

T 4
= — ——4
f(x,y) Ao

3. Beriakna volymen av den kropp som begrinsas av olikheterna 0 < z < /a2 + 32,
2 <a?+y?+ 22 <4 och 0§y§x/§x.

4. Bestdm storsta och minsta virde, om de finns, av funktionen
flz,y,2) =242y + =
i halvklotet #? +y* + 22 <1,y > 0.

5. Berdkna dubbelintegralen
// cos(x + y) cos(2z — y) dzdy
D

dar D é&r triangeln med hérn i (0,0), (5,7) och (7, F).

6. Bestim konstanten C' si att ytan 422 + y? + 42?2 = C har planet 22 +y+2 =9
som ett tangentplan.

7. Bestim funktionalmatrisen (fog)'(z) fér funktionen (fog)(z) = f(g(z)) i punkten
T = (v1,72) = (1,2) da g(z) = (91(71, 72), ga(1, 72)) = (=21 + 72,271 — 72) och
f(a) = (fi(uq,uz), fa(ur,us)) = (arctan ug , arctan us).
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L (a) fin, = 2y = fl, = %1’92 +q(r) = fi = %11’292 + Gi(z) + g2(y) = f =
Sady? + h(x) + xg2(y) + g3(y), dir B’ = Gy och G} = gy.

Svar: f(z,y) = 52%% + h(z) + zg1(y) + 92(y), h, g1, g2 godt. funktioner

(0) L2a,y) = yeosss + o + 1= f(o.y) = ysing + 2o + 0+ 9(4) = fi(r.) =

sin z+2z2y+¢'(y). Jimfor med fy(x,y) = sin r+2%y—1=¢(y) = -1 = g(y) = —y+C =

Svar: f(z, y) =ysinz + 32%y* + x —y + C, C godtycklig konstant.

(c) f vixer snabbast i gradientens riktning. Vf(a: y,2) = (yz + 2y, xz + 2z, 2y + 3) =

V£@3,2,-1)=(23,9). Svar : 1 riktning (2, 3,9)

2. Stationéra punkter fas av f, = 1/y* —4/2* =0, f, = =2z/y* =4 =10. f, = 0 =
1’ =4y = o = £2y. v = 2y insatt i f; = 0 ger —4/y* — 4 = 0 som saknar 16sning,
r=-2yif, =0 ger 4/y —4=0=1y>=1= y = %1 = stationdira punkter &r

(2,—1) och (—2,1). = 8/a%, fI = —2/y* och f; = 6x/y* ger for punkten (2,—1)
Hessianen (Hf)(2,—1) = <; 122> med egenvirden Ao = (13 £/137)/2 > 0, alltsa

lokalt min. Alternativt fas Q(h, k) = h? +4hk + 12k* = (h+ 2k)* + 8k?, tecken + , + ger

() positivt definit, alltsa dr punkten lokalt min. For punkten (—2,1) fas (H f)(—2,1) =
:; __122) med egenvirden —(13 +1/137)/2 < 0, alltsa lokalt max. Alternativt fas

Q(h,k) = —h* — 4hk — 12k* = —(h + 2k)? — 8k?, tecken —, — ger @ negativt definit,

alltsa ar punkten lokalt max.

Svar : (2,—1) ar ett lokalt min och (—2,1) &r ett lokalt max (inga sadelpunkter)

3. Méngden D : 0 <z < /224142, 2 < 22 +9>+2% <4, 0 <y < +/3z blir i rymdpolira
koordinater F: 2 <r <2 7/4<60<1/2, O<g0<ﬂ'/3 Volymen blir

V= /// 1d:cdydz—///r sin§ drdfde = [3] [—cost] ™ 0] =

2\/— (04 —) : (Z —0) = (4\/_ 2)m Svar —(4\/5 il
3 Vv2© '3 9 9
4. Storsta och minsta virde av f(z,y,2) = 2z + 2y + 2z i halvklotet 2? + y* + 2% < 1,
y > 0 existerar eftersom funktionen &r kontinuerlig och halvklotet dr kompakt. Satt
g(z,y,2) = 2% + y? + 2% och h(z,y,2) = y.
Undersok: (1) inre punkter, (2a) halvsfaren g = 1, h > 0, (2b) cirkelskivan g < 1, h =0
i xz-planet, (2c) cirkeln g =1, h = 0.
(1) Vf(z,y,z) = (2,2,1) # 0 = inga stationiira punkter. (2a) V f(x,y, 2) och Vg(z,y, z) =
(2x,2y,2z) parallella, (2z,2y,2z) = k(2,2,1) = = = k,y = k,z = k/2, insatt i
g=11fs0k%/4 =1 = k = £2/3 = (z,y,2) = £(2/3,2/3,1/3) sa h =y > 0 =
f(2/3,2/3,1/3) = 3 ar kandidat. (2b) Vf(z,y,2) = (2,2,1) och Vh(z,y,z) = (0,1,0)
parallella giller aldrig, inga kandidater hér. (2¢) Vf(z,y,2) = (2,2,1), Vg(z,y,2) =
(2x,2y,2z) och Vh(z,y,z) = (0,1,0) ar linjart beroende. Insatta som kolonner eller ra-
der i en 3 x 3 - determinant som sdtts = 0 ger detta ekvationen z — 2z = 0. Kombinerad
med g(z,y,2) = 2> +y>+ 22 =1L och h(z,y,2) =y =0fas 522 = 1 = 2 = +1//5 =
r=42/vV5 = f(2//5,0,1/v/5) = v/5 och f(—2//5,0,—1//5) = —/5 ar kandidater.
Jamforelse av de tre kandidaterna =

Svar : Storsta virde ar £(2/3,2/3,1/3) = 3, minsta f(—2/v/5,0,—1//5) = —/5




5. Infor nya variabler v = x 4y, v = 2 — y. Da avbildas triangelns horn (0,0), (3, 7)

och (7, %) i xy-planet pa (0,0), (37”, 0) och (37”, 37”) i uwv-planet. D avbildas alltsa pa en

d
triangel £ som beskrivs av 0 < u < 37“, 0 <wv <w. Vihar M = Lo = —3.
d(z,y) |2 —1
v
Tt 3m/2+ »
/2t
/ D 5
71'72 LI 37r/2 u

3m/2 1
//cos(2x + 3y) cos(2x — y)dzdy —//cosucosv |d / /cosucosv 3 dvdu
D E
1
6

1 371'/2 1 371'/2 1 T
= —/ cos u[sinv|y du = —/ cosusinudu = 6[8111 ulo 2=
0 0

1
3 3 Svar : 6

6. Ytan kan skrivas f(z,y,2) = 42° + y? + 422 = C. I punkt (a,b,c) pa ytan har
tangentplanet normalvektor N = V f(a,b,c) = (8a,2b,8¢). Vi soker punkter dir N &r
parallell med 7 = (2,1,1) som #r normalvektor till planet 2z +y + z = 9. N = kn ger
a=Fk/4,b=Fk/2,c=k/8, insatt i 2a + b+ ¢ =9 ((a,b, c) ligger ocksa i tangentplanet)
fas 9k /8 =9 =k =8 = (a,b,c) = (2,4,1). Detta ger C' = 4a® + b* + 4c* = 36.

Svar : C = 36
7. Kedjeregeln ger (f o g)'(z) = f'(3(z))g'(z). Partiella deriveringar ger
1
_ _ 0
@ =5 L) e r@= (T 1) =02 =a=s@=00=
14uj

Foaraz=raosan (5 ) (5 4)=(F 3)

Svar: (fog)(1,2) = ( 5

D=
=



