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Inga hjédlpmedel &r tillatna. Varje uppgift kan ge maximalt 3 poéng. Fullstdndiga moti-
veringar krivs. Betygsgrianser: 8/11/14 poéng ger betyg 3/4/5.

2

1. (a) Berdkna gréansviardet  lim M eller visa att det inte existerar.
()= (10 (z — 1)* + y?
(2p)
(b) Bestdm alla losningar f(x,y) till den partiella differentialekvationen
fo+2xf,=1
genom att byta till variablerna u = x och v = y — 2. (1p)
- D) )
2. (a) Bestdm funktionalmatrisen f'(w) = (1, f2) av f: RS — R?

a(wh Wa, W3, Wy, Ws, w6)

£l=\ __ fl(w17w27w37w47w57w6) _ wp w2 4 Ws
SO 865 av f(w)_<f2(w1,w2,w3,w47w57w6) C\ws wy J\2 * we )

(1p)

(b) Berikna riktningsderivatan av f(z,y,2) = sin(zy*2?) i punkten (7, —1,1) i
den riktning som ges av vektorn (2,2,1). (1p)

(c) Bestdm tangentlinjen till kurvan (z(t),y(t),2(t)) = (2cost,t + 1,3sint) i
punkten (z,y,z) = (2,1,0) pa kurvan. (1p)

3. Bestam alla lokala maximi- och minimipunkter samt sadelpunkter till funktionen

floy) =3y + 2> +y° — 22y —y

r+y
// 122 1 052 dxdy
D

dir D ={(z,y) e R? : 4 <4x* +9y* <9, y > 0}.

4. Beridkna dubbelintegralen

5. Bestdam de punkter pa ytan ry—zz+2yz = 8 ivilka ytans tangentplan ar parallellt
med zy-planet, samt ange tangentplanens ekvationer i dessa punkter.

6. Berédkna trippelintegralen

dir D ={(z,y,2) eR*: 1<z <4, 2 <y<3r,y<z<2y}

7. Bestdm storsta och minsta virde, om de finns, av f(z,y,2) = * +y + 2z pa
skdrningen mellan ellipsoiden x? + 2y* + 222 = 3 och planet x* — y + 32 = 4.
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zy? (t+ 1)y

1. a Med t=x— 1 ffoiS hm —_— = hm —_— . Lan S t—axeln =
(a) @y)—(1,0) (x — 1)2+ 42 (ty)—(00) 2+ y? & (y
1-0? t+Dt2 t+1 1
0) fas ——=0—0 t%O.Léngst:yfés(—F) _ — =, t — 0. Olika
02 + 2 1?2 + 12 2

vérden langs olika riktningar = gransvérdet existerar ej. Alternativt, om ¢, y ersitts med
polira koordinater fas uttrycket pcossin® ¢ + sin® ¢, dér forsta termen gar mot 0 da
p — 0 medan den andra &r vinkelberoende, alltsa existerar inte gréinsvardet.

Svar : Gransvérdet existerar ej
(b) Kedjeregeln ger f, = fiul, + fiv, = f,, — 2z f, och f, = fiu, + fiv, = f,. Detta ger
fr2ef, =16 fl=2ufi+2afl = 16 =1 f =u+g(0) =2+ gy — 22),
g godtycklig (C'-)envariabelfunktion. Svar: f(z,y) =z + g(y — 2?)

= _ fl(wl,wg,wg,w4,w5,w6) o 4w1+2w2—|—w5
2. (a) f(w) = ( fa(wy, wg,wg,w4,w5,w6)) n (4w3 —|—2w4+w6> =
ooy — (e (M (g (F)y (F s (F1 )l 420010
o= G G G e )= (o0 42 0 1)
(b) |(2 2,1) = V224+22+12 =3 = 0 = (2,2 ) har lingd 1. Vf(z,y, 2 ) =
(y*z Cos(a:y ), 2zy23 cos(xy?2?), 3wy 2% cos(xy?z3)) = Vf(m,—1,1) = (—1,27, — 2)
= fi(r,—1,1) = Vf(r,—1,1)-0 ( 1,27, —3m)- 1(2,2,1) = L(~2 4+ 47— 37) = =
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(c) Tangentvektorer fas av T(t) = (2'(t),y'(t),7'(t)) = (—2sint,1,3cost). Punkten
(2,1,0) svarar mot ¢ = 0 (y-koordinaten ger ¢ = 0, kontroll av z- och z-koordinater
ger sedan att ¢ = 0 stimmer) och T(0) = (0, 1, 3) . Tangentlinjen ges alltsi av (z,y, z) =
(2,1,0) +5(0,1,3), s € R (s parameter).

3. Stationéra punkter fas av f; =20 —-2y=0,f,=9y*+2y—-20-1=0. f;, =0=
r =y, insatt i f; = 0 fés y? — 1 =0=y = +1 = x = £1. Stationédra punkter
blir (1,1) och (— 1 —1). = 2, = —2 och f) = 2y +2 ger for punkten (1,1)
Hessianen (H f)(1,1) = _22 42 med egenvirden A\, = 3 4++/5 > 0, alltsa lokalt
min. Alternativt fas Q(h, k) = 2h? — 4hk + 4k* = 2(h — k)? + 2k?, tecken +,+ ger Q
positivt definit, alltsa &r punkten lokalt min. Fér punkten (-1, —1) fas (Hf)(—1,—1) =
_22 _02) med egenvérden Ao = 1 £ V5, s& A\ > 0 och \y < 0, alltsa sadelpunkt.
Alternativt fas Q(h, k) = 2h? —4hk+0-k* = 2(h—k)* — 2k?, tecken + , — ger ) indefinit,

alltsa ar punkten en sadelpunkt.
Svar: (1,1) ar ett lokalt min och (=1, —1) &r en sadelpunkt

4. Variabelbytet u = 2z, v = 3y ger omradet F = {(u,v) € R? : 4 <u?+v2 <9, v > 0}
(6vre halvan av omradet mellan tva cirklar med radier 2 och 3) och funktionaldeterminant
dey) — L Direfter byte fran (u, v) till polédra koordinater (p, @), u = pcosp, v = psin g,

d(u,v) 6
ger granser 2 < p < 3, 0 < ¢ <7 och determinant p. Alltsa

// r+y //u/2+v/3d dU:1/”/3(/)(:08@)/2—1-(psimp)/?)pdpdw:
4x2+9y u? 4 v? 6.Jo Jo p?

cos<p sm<p singp  cosy, . 1 1 1
// L) dpp = [} [T5E ~ S = (3-2) (gt 1) =g Swar

1
9



5. Ytan kan skrivas f(z,y, z) = xy — 2z + 2yz = 8. I punkt (a, b, ¢) pa ytan har tangent-
planet normalvektor N = V f(a,b,c) = (b — ¢, a + 2c, —a + 2b). Vi soker punkter dir N
ar parallell med n = (0,0, 1) som &r normalvektor till zy-planet. Da maste b — ¢ = 0 och
a+2c=0.Sitt in b=cocha=—2c1i f(a,byc) =8= —2c*+2c*+2c* =8 = ¢ =
+2 = (a,b,c) = £(—4,2,2). Tangentplanen i dessa punkter blir z = konstant = ¢ = £2.

Svar : 1 punkten (—4,2,2) ar tangentplanet z = 2 och i (4, -2, —2) &r det z = —2

6. Mangden D ar 1 <z <4,z <y <3z, y < z < 2y. Upprepade enkelintegraler ger

3z 2y .’L' 3:1:
/// x3z2 ) dxdydz —/ / / x3z2 ) dzdydzx —/ / —_—— ydydx =
3x 23:, 2 31 4 $2 Y 3
/ / ———— dydx—/ / dydx:/l [—?—f—ﬁ]y:mdm:

7. Méangden é&r skidrningen mellan en ellipsoid och ett plan och &r dérfor kompakt.
Storsta och minsta vérde existerar eftersom funktionen &r kontinuerlig pa méangden.
Sitt g(x,y,2) = 2% + 2y* + 222 och h(z,y,2) = x — y + 3z. Stérsta och minsta virde
av f(x,y,2) = © +y+ 2z da g(z,y,2) = 3 och h(z,y,z) = 4 finns i punkter déar
Vi(x,y,z) = (1,1,1), Vg(z,y,z) = (22,4y,42) och Vh(z,y,z) = (1,—1,3) &r linjart
beroende. Insatta som kolonner eller rader i en 3 X 3 - determinant som sétts = 0 ger
detta ekvationen —8x + 8y + 82 =0« z =z —y. Insatt i h(z,y,2) =x —y+32 =14
fasdr —4dy=4=y=x—1lochz=ao—y=x—(x—1)=1. Allt insatt i g = 3 ger
?+2r—-1)2+2-1?=3322—4r+1=0%4 2 =1,z = 1/3 med motsvarande y-
virden y = 0, y = —2/3. Vi far punkterna (1,0,1) och (1/3,—2/3,1) med f(1,0,1) =2
och f(1/3,—2/3,1) = 2/3 som maste vara storsta och minsta vérde eftersom inga fler
punkter hittas.

Svar : Storsta varde ar f(1,0,1) = 2, minsta f(%, —%, 1)=2.



