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Inga hjilpmedel &r tillatna. Varje uppgift kan ge maximalt 3 poang. Fullstdndiga moti-
veringar kriavs. Betygsgrianser: 8/11/14 poédng ger betyg 3/4/5.

1. Bestdam alla lokala maximi- och minimipunkter samt sadelpunkter till funktionen

f(x,y):ex+x2+2xy~l—y2+x+2y

, xy? — 2t —y? . . .
2. (a) Berdkna gransvirdet — lim ——————— eller visa att det inte existerar.

(@y)—=(00) 2%+ y?

(1p)
(b) Ange de vektorer v med langd 1 for vilka riktningsderivatan i riktning v av
f(x,y) = In(2x + y?) i punkten (3,2) dr noll: f1(3,2) =0. (1p)

falz,y) =y?e™™ +y —1

fi(zy) = (° +2y)e" ™ + o + 2
(1p)

3. Bestdm tangentplanet P till ytan y = 2> — 22% i punkten dér o = 2 och z = 1.

Visa ocksa att det inte finns nagon annan punkt pa ytan i vilken tangentplanet &r
parallellt med P.

(c) Bestdm alla C''-funktioner f(z,y) sadana att {

4. Berédkna trippelintegralen

yz
I G o
D

dir D={(z,y,2)eR3: 1 <2?+¢y*+22<2,y>0,2>0}.

5. Bestdm storsta och minsta virde, om de finns, av f(x,y,2) = 322 + y* + 522 i
klotet 2% + (y — 2)* + 22 < 1.

6. Berdkna dubbelintegralen

/ e "Vx +y dredy

D
dér D &r kvadraten med horn i (0,0), (1,1), (—1,1) och (0, 2).
7. Bestam losningen f(x,y) till den partiella differentialekvationen
e 2Ly + foy = 6y

med bivillkoren f(x,0) = z* och f(0,y) = %?, genom att byta till variablerna
u=x—yochv=y.
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1. Stationdra punkter fas av f, = e +22+2y+1=0(1), f, =2+ 2y +2 =0 (2).
(2)= 20 +2y=—-2,ni(l)= —-1=0 =22r=0= y=—o—1=—1. Alltsa &r
(0, —1) enda stationéra punkt.

="+ 2, fi =2 fr =2 ger Hessianen (Hf)(0,—1) = (

xrx

3 2 N
9 2) med egenvarden

Ao = (5+V17)/2 > 0, alltsa lokalt minimum. Alternativt fas Q(h, k) = 3h%+4hk-+2k* =
2(k + h)? + h?, tecken + + = positivt definit = lokalt min.
Svar: (0,—1) &r ett lokalt min

vy —at—y? . 0% cos psin? p — p? _

2. (a) Poldra koordinater ger  lim

(@y)—00)  22+y2  p=0 02
= /l)ig(l)(p cos psin®p —1) =0 — 1 = —1 eftersom p — 0 och cospsin® ¢ #r begrinsad sa
pcospsin®p — 0.da p — 0. Svar : Gransvardet ar —1
(b) Vf(x,y) = (2m+y27 212_32/ ) = Vf(372) = (%7%) = (%7%) For v med langd L ar
fi(3,2) =V f(3,2) - v = £(1,2) - v = 0 d& v &r ortogonal mot (1,2), vilket giller for v
parallell med (2, —1), v = i\%(?, —1) ger léangd 1. Svar : v = :i:\/ig(Q, —1)

(c) filz,y) =y*e"™ +y — 1= f(r,y) =y’ + oy — v +g(y) = f(z,y) = 2y +
y*e* + x4 ¢'(y). Jamforelse med kravet f)(z,y) = (y* +2y)e" + 2 +2 = ¢'(y) =
2=9(y)=2y+C = f(r,y) =y?e*" "V +ay—z+2y+C.

Svar: f(z,y) = y*e™™ +zy — x + 2y + C, C godtycklig konstant

3.x=2o0ch z=1gery=2%—-2-1> = 2. Ytan kan skrivas som nivayta g(z,y, z) =
22— 222 —y =0 med Vg(x,y,2) = (2, —1, —42). Tangentplan i (2,2,1) ar Vg(2,2,1) -
(x—2,y=2,2—1)=0< (4,—1,-4)-(z—2,y—2,2—1) =0 & 4(z—2)—(y—2)—4(z—1) =
0 < 4z —y — 42 = 2 ar ekvation for P. Tangentplanet i en annan punkt (a, b, ¢) pa ytan
har normal (2a, —1, —4c¢) och &r parallellt med P om deras normaler &r parallella. P har
normal (4, —1, —4), och eftersom bada normalerna har y-komponent —1 &r de parallella
endast om x- och z-komponenterna ocksa ér lika, sa 2a = 4 och —4¢ = —4, men det ger
a = 2 och ¢ =1 vilket var den givna punkten, inga andra punkter finns alltsa.

Svar: P ges av 4x —y — 4z =2

4. Mangden D : 1 < 2?2 +9*>+22 <2,y >0,2> 0 blir i rymdpolira koordinater
E: 1<r<\/_(frén1<m2—l—y2+z2<2) O<9<7r/2(frénz>0),0§g0§7r(frén
y > 0. Medy—rsm&smw,z—rcos& 22+ y? 4 2% =2 och]d(’“"yz

| = r?sin 6 fas

d(r,0,¢)
rsm@smgp (rcos) , . B
/// 72 + 12 +z2)3/2 drdydz —/// r*sinfdrdfdy =
/2 V2 2 V2 9
=/ rsin® 0 cos O sin p drdfdy = [%}1 [SH; }3/2[_(:0&0}5:
2 11 1 1
3 U+1l)=g3 Svar : =
2 3 (1+1) 3 var 5



5. Storsta och minsta virde av f(x,y,2) = 3z% +y*+ 52% existerar eftersom funktionen
ar kontinuerlig och méingden 224 (y—2)%+2% < 1 #r ett slutet fyllt klot (alltsa kompakt).
Vi ska undersoka: (1) inre punkter, (2) randen g(x,y,2) = 2* + (y — 2)* + 2% = 1. S6k
stationdra inre punkter, V f(x,y, z) = (fs, f,, f1) = (67,2y,102) = (0,0,0) = (z,y,2) =
(0,0,0), men g(0,0,0) = 02 +22+ 0?2 =4 > 1 sa (0,0,0) tillhér inte méingden, inga inre
stationédra punkter. Pa randen (2) soker vi punkter dar Vf(z,y,2) och Vg(z,y,2) =
(22,2(y — 2),2z) ér parallella. Vf x Vg =0 ger (82(5 — 2y),8zz,8z(y — 3)) = (0,0,0).
8rz=0=x=0eller 2z=0.
r=0= 2(5—-2y) =0, ger antingen z = 0 som insatt i g = 1 ger (y —2)* =1 =
y =3,y =1sa(0,3,0) och (0,1,0) ar kandidater, eller y = 5/2 som insatt i g = 1 ger
22 =3/4= z==43/2s4 (0,5/2,+/3/2) dr kandidater.
z2=0= 2(2y —6) = 0 = antingen = 0 som insatt i g = 1 igen ger y = 3,y = 1, eller
y = 3 som insatt i ¢ = 1 ger 22 = 0 = z = 0. Inga nya kandidater hir.
Vi far alltsa fyra kandidater: (0,3,0), (0,1,0), (0,5/2,v/3/2), (0,5/2, —v/3/2).
[Alternativt: Vg = kV f = 2z = 6kx, 2(y — 2) = 2ky, 2z = 10kz. 2z = 6kx = = =0
eller k =1/3. x = 0 med 2z = 10kz ger antingen z = 0 som ger y = 3,y = 1 fran g = 1,
eller k = 1/5 som ger y = 5/2 fran 2(y — 2) = 2ky och z = +v/3/2 fran g = 1. k = 1/3
ger y = 3 fran 2(y — 2) = 2ky och z = 0 fran 2z = 10kz, vilket ger z = 0 fran g = 1.
Samma fyra kandidater hittas alltsa pa detta sétt.]
Funktionsvirdena i punkterna &r f(0,3,0) =9, £(0,1,0) = 1, f(0,5/2,v/3/2) = 10 och
£(0,5/2, —/3/2) = 10. Jamforelse ger

Svar: Minsta virde ar f(0,1,0) = 1, storsta f(0,5/2,£v/3/2) = 10

6. Omradet D har kanter y + 2 =0, y+x =2,y —x = 0 och y — x = 2, och kan déarfor

y—zr=2 y+x=2
skrivas 0 <y4+2x <2, 0<y—x <2, se figur. b g
y+zx=0 y—xz=0
x 1 2 u

Med nya variabler u = y+x, v = y— 2 avbildas D pa kvadraten £: 0 <u <2, 0 <wv <2

d d 1
i uv-planet. Vi har dEZ:;; = '_11 11 =2 sa % =3 och
. ) 1 Lo 220325 1 442
//ey \/erydxdy://e \/ﬂ|§|dud7j:§[e}0[ 3 }025(62—1)—3
D E 2\/5

Svar : T(62 -1)

7. Kedjeregeln ger f, = fiu, + fyv, = f, och f, = fiu, + fiv, = —f, + f,. Detta ger
e = (Fo)u = Jows oy = =(F)u + (F)o = = fou + fi 0Ch [y = =(=fo+ L)+ (= fu +
fo)o = fuw = 2f0, + [1,- Insatt i ekvationen fas f; +2f) + f; =6y < fi, +2(—fo, +
B T =60 e [l =60 & [l 30t g(u) e f =P+ og(u)+ hu),
g och h godtyckliga envariabelfunktioner. Alltsa &r f(z,y) = v +yg(z —y) + h(z — ).
Bivillkoren ger f(z,0) = h(z) = z* och f(0,y) = v* + yg(—vy) + h(—y) = v* =
[n(t) =°,t = —y = h(=y) = (=y)° = =v*| ¥’ +y9(=v) =y’ =v* = g9(-y) =y =

g(t) ==t = [t=x—yig(t) = —t och h(t) = ] f(z,y) =y’ +y(y —2) + (z —y)
Svar: f(z.y) =y’ +yly — 2) + (v —y)°



