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Inga hjédlpmedel &r tillatna. Varje uppgift kan ge maximalt 3 podang. Fullstdndiga moti-
veringar kriavs. Betygsgrianser: 8/11/14 poidng ger betyg 3/4/5.

3

1. (a) Berdkna gransvérdet lim eller visa att det
( ) & (z,y,2)—(1,0,—1) (LIZ' — 1)2 + y2 + (Z + 1)2
inte existerar. (2p)
2 2
(b) Berékna griansvirdet lim % eller visa att det inte existerar.
z24y2 — 0 ety
(1p)
2. (a) Bestdm tangentlinjen till nivakurvan z* + z2y? + y?> = 9 i punkten (z,y) =
(1,2) pa kurvan. (1p)
(b) Bestam en tangentvektor v till parameterkurvan (z(t), y(t), 2(t)) =
(t3,¢*,t* +1) ipunkten (z,y,2) = (—1,1,2) pa kurvan. (1p)
3,2
(c) Bestdm tangentplanet till nivaytan = 2 i punkten (z,y,2) = (1,2,2)
pa ytan. (1p)
3. Berdkna dubbelintegralen
/ / x dxdy
D

dér D &r den begrinsade méngd som avgrinsas av kurvorna y = 2% och y = z + 2.
Rita en figur over D.

4. Bestam alla lokala maximi- och minimipunkter samt sadelpunkter till funktionen
[l y) = wye™™

5. Bestdm storsta och minsta virde, om de finns, av funktionen f(x,y,2) =z —y+=z
da 22 +9y*+2°=18 och 2z +y—2=6.

6. Berdkna den generaliserade trippelintegralen

z+1
dzxdyd
] e e

dirD={(z,y,2)ER*: 2? + y* + 22 > 4,2 > 0}.

7. Ett rédtblock har kantlingder 2 m, 3 m och 6 m. Om varje kantlingd ckas med
0.01 m, anviand uppskattning med differential for att ange med hur manga procent
riatblockets volym okar.
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1. (a) Med t = 2 — 1 och s = z + 1, och dérefter rymdpoldra koordinater for (¢,vy, s)
(y =rsinfsinp, 12 +y? + s? = r?), fas

, y? , Y3 _ rIsin®fsin® o

1m = 1m _ = IIm——————— =
(@y,2)=(1,0-1) (x — 1)2+ 92+ (2 +1)?  (ty.s)=(0,00) 12 + Y2 + 52 -0 r2

= lir%(r sin® @ sin® ) = 0 eftersom 7 — 0 och sin® @ sin® ¢ &r begrinsat.
r—

Svar : Gransvardet ar 0
(b) Polédra koordinater ger

2 2 2
1
lim %:hmw:lim(1+—cosgp):1—|—0:1
21y o0 TTTY p— o0 p p— 00 )
eftersom 1/p — 0 och cos p &ar begransad. Svar : Gransvirdet ar 1

2. (a) Med f(z,y) = a*+2%y? +y? dar Vf(x,y) = (4o +2x32, 2%y +2y) normalvektor till
nivakurvan f(z,y) = 9. I punkten (1,2) [uppfyller f(1,2) = 9] & N = Vf(1,2) = (12,8)
normalvektor. Da géller att (x,y) tillhor tangentlinjen om N - (z — 1,y — 2) = 12(z —

1)+8y—2)=0<3x+2y="1. Svar: 3z +2y =7
(b) Punkten (—1,1,2) pa kurvan svarar mot parametervirde ¢ = —1. Tangentvektor i
godtycklig punkt pa kurvan dr T(t) = (2/(t), y'(t), 2'(t)) = (3t2, 413, 2t) = tangentvektor
i (—1,1,2) & (vektorer parallella med) T(—1) = (3, —4, —2) Svar: (3,—4,—2)

(c) Med f(z,y,2) = 2%y?/z ir N = Vf(1,2,2) normalvektor till nivaytan f(z,y,2) = 21i
punkten (1,2,2) [£(1,2,2) = 2). V1 (5,5, 7) = (£, f1 f1) = 3222/ 2%/, —o%97 /)
= N = (6,2, —1) = tangentplanet ges av N-(x —1,y—2,2—2) =0 6(x —1)+2(y —
2)—(2—-2)=0&06x+2y—z=28. Svar: 6x+2y —z =28

3. Skdrningspunkter mellan kurvorna fas av 2’ =z +2 =2 = -1, 2 = 2.
Y

Integrationsgrinserna blir dirfor —1 < o < 2, 22 < y < 242, se figur. Yy =

(_171)&
2 a2 2 2

//:dedy = / (/ xdy)dx = / [xy];iiQ dx = / (2% + 22 — 2%) dw =
—1 Ja? -1 -1

3 1
x 9 Th, 8 1 19 9
AN R R ST T 2

4]_1 5t tg-l+,=7 Svar 1

4. Stationdra punkter fas av f, = ye™™¥ + xye”™¥ = y(z + 1)e*¥ =0 (1), f, = ve"™¥ —
zye" V=z(1—9)e"¥=0(2).2) = z1—-y)=0= z=0cllery=1.2=01 (1)
=y=0.y=1i(1) = z=—1. Alltsa &r (0,0) och (—1,1) stationéra punkter.

v = Y2+ )™V, fil = (L+2)(1—y)e™™Y, f = x(y —2)e” ¥ ger i (0,0) Hessianen
(Hf)(0,0) = <(1) (1)> med egenvirden Ao, = *£1, alltsa sadelpunkt. Alternativt fas

Q(h,k) = 2hk med t.ex. Q(1,1) = 1 > 0 och Q(1,—1) = —1 < 0 = indefinit =
sadelpunkt.



—2
[(=1,1) fas (Hf)(—1,1) = (60 602) med egenvirden Ao = €72 > 0, alltsa ett lokalt
min. Alternativt fas Q(h, k) = e 2h% + e 2k?, tecken + + = positivt definit = lokalt

min. Svar : (—1,1) &r ett lokalt min och (0,0) en sadelpunkt

5. Mingden #r skirningen mellan sfiren g(z,y,2) = 2% + 3*> + 22 = 18 och planet
hz,y,z) =2z +y — z = 6, dvs en cirkel. Storsta och minsta virde av f(x,y,2) = x —
y+ 2z existerar eftersom funktionen ar kontinuerlig och méangden &r kompakt. Storsta och
minsta véirde finns i punkter dar Vf(z,y,z) = (1,-1,1), Vg(x,y, z) = (2z,2y,2z) och
Vh(x,y,z) = (2,1, —1) &r linjart beroende. Insattaien 3 x 3 - determinant som sétts lika
med 0, fas —6y—62z = 0 = z = —y. Insatti h = 6 fas 2x+2y = 6 = v = 3—y. 2 = —y och
r=3-yig=18ger 3—y)?+y*+(—y)? =18 = 3> —6y+9 =18 = 3>—2y—3 =0 =
y=3ellery=—1.y=3gerx=0o0chz=-3,y=—1gerx=4o0chz=1,sa(0,3,-3)
och (4,—1,1) ar de enda kandidaterna till storsta och minsta vérde. f(0,3, —3) = —6,
f4,-1,1)=6 =

Svar: Minsta vérde ar f(0,3,—3) = —6, storsta f(4,—1,1) =6

6. Integralen &r generaliserad eftersom méngden &r obegrdnsad, men da funktionen &ar
positiv 6verallt kan vi rdkna pa med vanliga metoder. Méingden D 22+ 2+ 22>
4,z >0 blir i rymdpolédra koordinater E : r > 2 (frén 2 + yP+22>4),0<0<7/2
fran z > O) 0< go < 2m. Med z = rcosf, z* + y* + 22 = r? och ]dxyz)] r? sin 0 fas

(rcos@ + 1 )
/// :U2+y +22 5 drdydz :///T)T281n0drd9dgp =
E

27r /2 00 3 2 /2
/ / / cos 9 26089 :)siDerdego :/ [@]3”[—(:08 0  cos 9_0089] dr —
2

3r2 r3 rt 4o
1 1 1 1 -
—9 — dr=or[— —— — — —_1®=
7T/Q (32+ + ) al 3r 22 37“3}2
1 1 1 1 1 1 8 2 2
— o lim (o — = — o B 2T Spar: 2T
TG T T T s Ta) T 3 var: 3

7. Om a, b och ¢ betecknar kantlangderna &r volymen V' (a, b, ¢) = abc. For sma dndringar
Aa, Ab och Ac i a, b och ¢ géller att dndringen AV i volym kan approximeras med
differentialen av V:
AV = dVigpe (Aa, Ab, Ac) =V, (a,b,c)Aa+ Vy(a,b,c)Ab+ V. (a,b, c)Ac
Vihar V/(a,b,c) = bc, V/(a,b,c) = ac och V!(a,b,c) = ab. Med a = 2 (meter), b = 3 och
c=061fas V(2,3,6) = 36 (m?), V/(2,3,6) = 18, V}/(2,3,6) = 12, och V//(2, 3,6) = 6. Detta
ger AV = dVio 36 (Aa, Ab, Ac) = 18Aa + 12Ab + 6Ac. For Aa = Ab = Ac = 0.01 fas
da AV =~ 0.18 +0.12 +0.06 = 0.36 (m®) = AV/V ~0.36/36 = 0.01 =

Svar : Okningen &r 1 procent



