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Inga hjdlpmedel &r tillatna. Varje uppgift kan ge maximalt 3 podng. Fullstdndiga moti-
veringar krivs. Betygsgrianser: 8/11/14 poéng ger betyg 3/4/5.

1. (a) Bestam losningen f(x,y) till den partiella differentialekvationen

af, = 2yf, = 22°

med bivillkoret f(2,y) = 8y, genom att byta till variablerna v = x?y och
v=1. (2p)

(b) Transformera f; till de nya variablerna u = x%y och v = . (1p)

2. (a) I vilken riktning vizer f(z,y,z) = 23(y + 2*) snabbast i punkten (1,—3,2)?

(1p)
_ P B
(b) Bestdm funktionalmatrisen f'(w) = (1. for J3) av f: R - R?
a(wla W2, W3, Wy, Ws, wﬁ)
B fl(w17w27w37w47w57w6> Wy W2 5
som ges av f(w) = | fo(wy, wa, w3, wy, ws, we) | = [ ws wy <3> (1p)
fa(wr, wa, w3, wy, ws, we) Ws  We
(c) Bestdm tangentlinjen till kurvan (z(t), y(t), 2(t)) = (¢+2,¢*—1,¢*) i punkten
pa kurvan dér ¢ = 1. (1p)

3. Berédkna dubbelintegralen
//(y —x)\/2? + y? dxdy
D

dir D = {(z,y) e R? :2? +y* <2,y >0,y > z}.
4. Bestam alla lokala maximi- och minimipunkter till funktionen

flz,y,2) =9y —2® —y* —42° + 8yz + 4x
5. Bestdm storsta och minsta vérde, om de finns, av f(z,y) =z — 3y da
(r+1)2+3(y—1)2<16.

6. Berikna volymen av den kropp som begrinsas av olikheterna 22 +y + 2 < 1,
y>0 och z>0.

7. Bestdm de punkter pa ytan 22 —2y%+2? = 8 i vilka ytans tangentplan r parallellt
med planet 3x+2y+ 2z = 0, samt ange tangentplanens ekvationer i dessa punkter.
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1. a) Kedjeregeln ger f, = flul,+ fiv, = 2zyf,+f, och f; = fiu,+ fiv), = 2° f,. Detta ger
vl —2f) = 227 & (2eyfi+ ) — 2t fl = af) = 20¢ (Ya,y) o f =20 = 20 f =
v2+g(u), g godtycklig. Alltsa blir f(z,y) = 2*+ g(2*y). Bivillkoret f(2,y) = 8y ger [sétt
inz=2]4+9(4y) =8y = [t =4y| = g(t) =2t —4 = [t = 2%y] = g(2?y) = 22%°y—4 =
Svar: f(z,y) = 2* + 22%y — 4.

(b) Frén (a) fis f2, = (f1), = Qayf,+ [, = 20, + 2ey(f), + (), Anvéind ( ), =

(), = fo, = 2xf, + 2xy(a*f],) + 2> f] —2vf;+2uv S Tl S
Svar: f, = 2vf/ + 2uv fIl 4+ v fl
2. a) [ viixer snabbast i gradientens riktning. V f(z,y,2) = (32%(y + 2?),23,2232) =
Vf(l,-3,2)=(3,1,4) = Svar : 1 riktning (3,1,4)
) f1(wy, we, w3, wy, ws, we) wi W\ e Swy + 3w,
(b) f(w) = | folwy, wa, w3, wy, ws,we) | = [ w3 wy ( ) = | bws + 3w, | =
f3(w1, we, w3, wy, ws, we) ws W bws + 3wg
_ (fl)wl (F)ws (Mg Py (F)s (1) 530000
(W) = | (f2uy (2, )iy ()i (f2)iy (f2)ig | =0 0 5 3 00
(f3)uy  (fs)uwy (f3)uy (f3)uy (f3)uy  (f3)us 000053
/

(c) Tangentvektorer fas av T(t) (@' (t),y'(t ) 2 () = (1,2t,3t%).
(z(1),y(1),2(1)) = (3,0,1) pa kurvan dar T( ) = (1,2,3). Tangen
(x,y,2) = (3,0,1)+s(1,2,3), s € R (s parameter). Svar: (z,y,z) =

t = 1 ger punkten
ntlinjen ges alltsa av
(3, 0,1)+s(1,2,3)

3. Med poliira koordinater (pyp) ger 22 + 9> <2att 0< p<v2o0chy >0,y >z ger
/4 <p <. Med —pfas

/ y—x)\/2?+y>dedy = // / (psingp — pcos)p - pdpdp =
4

Pt
= — sinp —cosp)dp =1-[—cosp —sinp|r, =1— =1+2.
= [ 15w ) - F=1-0+ =+
Svar: 1++/2
4. Stationéra punkter fas av f, = =20 +4 =0 (1), f, =3y =2y +82 =0 (2), f. =

—8248y=03). (1)=2=2.3)=y=203)i(2) =3y *+6y=0=y =0som i (3)
ger z =0, eller y = —2som i (2) ger z = —2 . Alltsa ar (2,0,0) och (2, —2, —2) stationéra

punkter. f = =2, fl =6y —2, [/, = =8, fi = f. = 0och f =8 ger Hessianen
-2 0 0
(Hf)(2,0,0)=| 0 —2 8 | med egenviirden \; = —2 < 0, Ay = —5 ++/73 > 0 och
0 8 =8
s = —5 — /73 <0, tecken + , —, — ger att (2,0, 0) ér en sadelpunkt.
Alternativt fas Q(h, k,£) = —2h? — 2k* — 8(? + 16k{ = —2h? — 2(k — 40)* + 242, tecken
+,—,— ger ) indefinit, alltsa &ar (2,0,0) en sadelpunkt.
-2 0 0
I(2,-2,-2) fas (Hf)(2,—-2,-2) = | 0 —14 8 | med egenviirden \; = —2 < 0,
0 8 -8
Ay = —114+73 <0och A\g = =11 — /73 < 0, tecken —, — , — ger att (2, —2, —2) &r ett
lokalt max.

Alternativt fas Q(h, k, () = —2h* — 14k* — 8¢? + 16k( = —2h* — 8(¢ — k)* — 6k?, tecken
—,—, — ger Q negativt definit, alltsa ar (2, —2, —2) ett lokalt max.
Svar : Lokalt max i (2, —2, —2), sadelpunkt i (2,0, 0)



5. Storsta och minsta virde av f(x,y) = o — 3y existerar eftersom funktionen &r
kontinuerlig och méngden (z + 1)? + 3(y — 1)* < 16 #r en sluten fylld ellips (alltsa
kompakt). Vi ska undersoka: (1) inre punkter, (2) randen g(x,y) = (z+1)?+3(y—1)* =
16 . Sok stationiira inre punkter, V f(z,y) = (f;, f,) = (1,=3) # (0,0), inga stationira
punkter. Pa randen (2) soker vi punkter diar V f(z,y) och Vg(x,y) = (2(x+1),6(y—1))
ar parallella. Insatta som kolonner i en 2 x 2 - determinant som sétts lika med 0, fas
6y+6r=0 = y=—z. Insattig=16fas (r+1)?+3(—x—1)> =16 = 42> +8r— 12 =
0= 2 =1eller x = —3. y = —x ger att vi hittar tva kandidater pa randen: (1, —1) och
(—3,3). f(1,—1) =4 och f(~3,3) = —12 =

Svar: Minsta vérde dr f(—3,3) = —12, storsta f(1,—1) =4

6. Mingden D kan skrivas 0 < 2 <1—2?2 -y, 0<y<1—-2% —1<2 <1 = Volymen

blir
1 1—2? pl—z?—y 1 1—a? ,
V= /// ldxdydz = / / / dzdydz = / / (22207 Y dyde =
A -1Jo 0 -1J0

1 pl—a? 1 2 1 1—22)2
:/ / (1—2*—y) dydx :/[y—ny—%](l)_xz dx :/(l—xQ—xQ(l—xQ)—ﬂ)dx =
~1Jo _ _

1 1 2

1 [ 1 203 5 ] 8
:i/ (1_2$2+1’4)d37 =§[$—i+x—]£1 = — Svar : Volymen éir1—5
-1

7. Ytan kan skrivas f(x,y,z) = 22 — 2y*> + 22 = 8. I en punkt (a,b,c) pa ytan har
tangentplanet normalvektor N = V f(a,b, c) = (2a, —4b, 2¢). Vi séker punkter dir N Ar
parallell med 7 = (3,2,1) som #r normalvektor till planet 3z + 2y + z = 0. N = kn
ger 2a = 3k, —4b = 2k, 2c = k, dvs a = 3k/2, b = —k/2, ¢ = k/2. Insatt i f = 8 fas
9k%/4 — 2k? /4 + k* /4 = 2k* = 8 = k = +2 = vi far punkterna (a,b,c) = (3,—1,1) och
(—3,1,—1).
[Alternativt ger N x i = 0 att —4b —4c = 0, 6¢c —2a = 0, 4a — 12b = 0 = a = 3c,
b=—c som insatt i f = 8 ger 8¢ =8 = ¢ = &1 och samma punkter fas pa detta sitt.|
Tangentplan i (3,—1,1) &r 3(x —3) +2(y+1)+1- (2 —1)=0<3x+2y+2=8,0och i
(—3,1,—1) ar planet 3(x +3) +2(y—1)+1-(2+1) =0 3x+2y + 2 = 8.

Svar : Punkterna &r £(3,—1,1) med tangentplanen 3x + 2y + z = £8



