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1. (a) Vi kvadratkompletterar uttrycket och finner att
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sa maximum intraffar da x = 1 och storsta vardet ar -3
(b) Eftersom
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(c) Vi ser att summan &r geometrisk med 200 — 3 + 1 = 198 termer, kvoten —1/2 och

sa blir
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Svar: (a) —= b) — —(1—271%
var (@) -5 ) = (o) 5 (1-27%)
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2. Svar:S(a) x = g +2mn, n € Z, eller v = —% + %n, nez
b) —_
()\/1—3

(¢) x=nm, n€Z, ellerng—i-mr,nez.
3. Vi formulerar om ekvationen i enlighet med vilkénda algebraiska regler:
32(220 4 97) = 93+ | 92 yetl _oed2 o g((27)2 4 2%) = 4(2°)3 44 — 4(27)2 — 4. 27,
Lat t =2%. Da ar t > 0 och sa giller att ekvationen ekvivalent kan skrivas
It* +t) =4t> +4 — 4> — 4t & AP — 132 — 13t +4 = 0.

Vi gissar en rot och ser att t = —1 uppfyller ekvationen. Polynomdivision visar sedan att

1
482 — 1382 — 13t +4 = (t + 1) (4 — 17t +4) = 4(t + 1) (t2—z7t+1>.

Vi finner resterande losningar till denna ekvation medelst kvadratkomplettering:
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1 1
sa losningarna ges av t = 1 eller t = 4. For t = 1 galler att

1

27 = & = -2
4 A

och for t = 4 géller att
2"=4 & x=2,

eftersom funktionen x — 2% ar injektiv. Sambandet 2* = —1 saknar 16sning eftersom 2*
ar positiv for alla reella x.

Svar: r = +2.
4. Vi anvander oss av hjalpvinkelmetoden och skriver om vénsterledet enligt
V2sin 2z + V2 cos 2z = C'sin(2z + 1)),
med C' > 0 och ¥ € R. Da ska alltsa, enligt additionsformeln for sinus,
C'sin(2x 4 1b) = C (sin 2z cos 1) + cos 2z siny)) = v/2sin 2z + v/2 cos 2.

Genom att, till exempel, lata = 0 och = = 7 /4, erhaller vi sambanden

{ Csiny = 2,

Ccosy = V2.
For att bestdamma C kvadrerar vi dessa ekvationer och summerar for att finna att
C? = C*(sin® ¢ + cos® ) = (V2)? + (V2)? = 4.

Alltsa &r C' = 2 och vi finner ) genom att 16sa

cosy =

& ¢:£+2m7r,m€Z.

ISR

siny =

T
Rita en enhetscirkel for att se detta! Vi véljer ¢ = 1

Déarmed kan vi sdga att

3
V2sin2r + V2cos2z = —V3 & sin<2x+%):—§
o sin(2+7) =sin (-3)
sin(2x+ —) =sin(—=
4 3
2x+£:—z+2wn,nez,
AN eller
2 +7T—47T+2 €Z
x 1= 3 ™, N .
Alltsa blir
YL L I L
T = 19 ™ r = o ™
eller
5 _137r+2 - _137r+
xr = 19 ™ xr = o ™.
s 137
Svar: . = —— +mn,n € Z, eller r = — +7mn, n € Z.
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D.

(a) For att f(z) ska vara definierad maste vi krava att ¢t = > 0 (for att In(t) ska

x4+
vara definierad).

Definitionsméngden blir saledes

-1 2
Dy =] — 00, —1[U]2, o0. r+1 |- 0 + +
r—2 | — — 0 +
Detta ses enklast genom att gora en ordentlig r—9
I : = 2 — 0 +
teckentabell. Tabellen till hoger visar att uttryc- T 1 + A
ket ar positivt precis da x < —1 eller x > 2.
For x € Dy géller att
x—2 xr—2
=2ln({—=) & e/?= & De?? =z —2
y n<$+1) e P (x+1)e x
9 —e¥/?2 Q4 ey/?
Y2 1) = 9 _ oY/ = =
< e 1) 2—e S T=— T

Eftersom vi finner exakt en l16sning for varje y ar f injektiv och ett uttryck for
inversen ges av

2 + e¥/?
-1 .
f (y) - 1 o ey/Q'
. . e’ +e " , et —e”
(b) For z € R definieras coshz = och sinhz = —
2 + e¥/?
Svar: (a) Dy =] — 0o, —1[U]2,00[; f ! (y) = T2 (b) se ovan.
—e
Notera att Y Y
2t t 2 22
tan(2 arctan v/2) = an(arctan v2) = = —2V2
1 —tan®(arctanv/2) 1—2
sa

—2v/2 4 tan(arctan(2v/2)) 0

tana = =-=0.

1 +2v/2tan(arctan(2v2)) 9

Saledes maste a = nm for nagot n € Z. Vi uppskattar storleken pa ingaende arcusfunk-
tioner:

g:2arctan1 < 2arctan\/§< 2-%27? och %<arctan2\/§< g

Hér har vi anvant att arctan ar strangt vixande. Alltsa géller

3 7r+7r< - +7r 3T
= — — T - =
1 27Ty~ 2~ 9

sa det foljer att n = 1 &r nodvéindigt (den enda majligheten for att ovanstaende olikhet
ska gélla). Salunda blir o = 7.

Svar: 7

Alternativt. Lat z; = 1 + v/2i och 25 = 1 + 2¢/2i. Da géller att

2 = /12 + (\/5)2 eiarctan\/i _

3

\/g ei arctan v/2



och

2y = /12 + (2\/5)2 eiarctanQ\/i _ 3eiarctan2ﬁ'

Vi kan dérmed rdakna ut att
2220 = (14 V20)*(1 4 2V2i) = (2V2i — 1)(1 + 2V/2i) = =9 = 9¢'™.
Eftersom produkten i vénsterledet d&ven kan skrivas
Zf 2y = ( \/g ol arctan ﬁ)23 o arctan2v2 _ g ¢i(2arctan V/2+arctan 21/2)

sa foljer det av likhet for komplexa tal pa polar form att
2 arctan V2 + arctan 2v/2 = 1 + 27mn

for nagot n € Z. Uppskattningen i foregaende 16sning visar att n = 0 &dr den enda
mojligheten.

. Vi soker ett polynom p(z), med reella koefficienter, dér 5 olika rotter uppfyller samban-
det |z — iv/2| = 1. En mojlighet &r att vi later

o) = (= 1v2) = 1)t

5 . A
eftersom (z — Z\/i) = 1 har 5 olika l6sningar pa formen z = iV2+e? sa z—i/2 = e dir
hogerledet som bekant har beloppet 1. Vi vill nu vilja ¢(z) sa att vi far reella koefficienter.
For reella z sa ser vi att

(<z—z’\/§)5— 1) <(z—¢\/§>5— 1) _ ((z—z'\/i>5— 1) <<z+¢\/§>5 . 1),

5
sa vi testar med ¢(z) = (z + z\/§> — 1

<<Z—N§>5—1> (<z+¢\/§)5—1) — <z—N§>5 <z+N§>5

. (z—z\/ﬁf— (z+z'\/§>5+1.

Vi ser nu att

5 5 5
. . (.2 5 5 2(5—k) ok
<z—2\/§> (z+z\/§> _(z +2) _k§_0<k>z( )9
=2"94102% +402° +802% + 80 2% + 32,

dar vi anvande binomialsatsen i nast sista likheten. Pa liknande satt erhaller vi att
5 5 5
. _ 5—k( k
<zi1\/§> —; ( I ) 27k (£iv2)
= 2" +5i2"vV2—-202° F20i2°V2+ 202 + 42
sa 5 ;
(z—z'\@) n <z+i\/§> 945 4023 4402,
Darmed blir
p(z) =2 +102%+402°+ 802" + 802" +32 — (22° —402° +402) + 1
=219 41028 4+402° —22° +802 +402% +802% — 402 + 33.

Svar: p(z) = 2% +102° +402% —22° + 80 2" + 402 + 80 2% — 40 2 + 33.



