Losningsforslag matematisk grundkurs 2024-01-05

1. (a) Cirkelns ekvation ges av
Py ddr=6y—-8 & P+dr+y —6y+8=0
& (2422 -4+ (y—-32-9+8=0
& (2+2°+(y—-3)7=5
sa medelpunkten blir (—2,3) och radien /5.
(b) Eftersom

3+1 . B3+9)(2—1) o T—1 .2 4
54 1! 1+1 ti=y ti=gtEh

I 3+1 14i 4
m — i ==
2+ )

Observera att det inte &r nagot ¢« med i svaret!

sa blir

(¢) Summan &r aritmetisk och har n — 11 +1 = n — 10 termer (vi forutsitter alltsa
att n > 10). Den forsta termen ser vi dr 11 — 1/2 och sista termen &r n — 1/2, sa

i (k_1> B 11—1/2+n—1/2.(n_10): (10 +n)(n — 10)

2/ 2 2

k=11

For att summan ska bli > 4000 sa maste alltsa
(10 +n)(n —10) > 8000 < n?—100>8000 < n*>8100 < |n|>90.

Eftersom n > 10 sa foljer det att endast n > 90 ar mojligt och det minsta heltalet n
blir darfor n = 90.
4

Svar: (a) medelpunkt: (—2,3); radie: V5 (b) R (c) n=90.

2. (a) For att samtliga logaritmer ska vara definierade sa maste x > 0 och z > 1/2, det
vill séiga = > 1/2. For x > 1/2 sa géller att
In(z*+5) —Inz+In3 =4z -2) < In(3(z*+5)) = In(z(4z - 2))
& '+ 15 =42’ — 2
& 0=22-20-15=(z—1>-16
& =144 & x=-3 ellr 2=5
eftersom In &r injektiv. Endast x = 5 uppfyller ekvationen.
(b) Vi stuvar om i ekvationen och finner att
Il+ln(e?+e®) =0 & he?+e¥)=-1 & e’+e’=¢"'
& ef=e¢l-e? & —z=h'-e?
& s=—-Inle!'-e?)=2-Ine—1)

eftersom e~! > 72 och In ir injektiv.

Svar: (a) 5 (b) 2 —In(e —1).



2 23
3. Svar: (a) x:—;—5+7rn,nez, ellera:z—%—i—%,nez. (b) g (c) ~3F
4. For att f(x) ska vara definierad maste vi kriva att ¢ = ST > 0 (for att Int ska vara
x
definierad).
Definitionsméngden blir saledes
) —1/2 3
Df:}—oo,——{u}?),oo[. 2v+1 | — 0 + +
2 r—3 | — - 0 +
Detta ses enklast genom att gora en ordentlig % — 3 X ® 0 4+
teckentabell. Tabellen till hoger visar att uttryc- 2z + 1 =

ket dr positivt precis da x < —1/2 eller z > 3.

For x € Dy géller att

r—3 z—3

) & o= o Qe+l =z-3
Y n(2x—i—1) “ T ort1 o+ 1)ef =z

—3—¢e¥  3+¢

= 20y —1)=-3—-¢Y < = = .

v(2e? —1) ¢ T 0w 1 T 1= 2

Eftersom vi finner exakt en losning for varje y ar f injektiv och ett uttryck for inversen
ges av

3+eY

—1 .

f (y) - 1_26y'
1 . 3+eY

Svar: D; = } —00, —3 [ UJ3, oof; [T (y) = T o

5. Tva Euler-omskrivningar visar att

61’2:1: . 67i2x eix + efia: 1 ) ) ] )
24in 2 -9 — 13T ix _ —ir _ —13T
Sin 2x cos x ( 5 ) ( 5 > 9 (e +e e e )

=sin3dz +sinx

och
j —1 i4x —idx
. e’ —e e +e 1. » , i
sinx cos4x = < 5 5 =5 (GZ&E +e BT BT _ e Z5”’)
7 7
sin bx — sin 3z
_ . ’
sa
. . . . sin bx — sin 3x . sin bx + sin 3x
2sin 2z cos x + sinx cos4x = sin 3x + sinx + 5 =sinx + 2

Vénsterledet givet i uppgiften kan ddrmed ekvivalent skrivas om enligt

1+8sin2xcosz +4sinxcosdr =1+ 2sin3x + 4sinx + 2sin 5.



Ekvationen kan darfor ekvivalent formuleras som

1
1+2sin3zx +4sinz + 2sinbx = 4sinx + 2sin3z <& sinbr = 5

& b = —% + 27n eller bx = —%T + 27,

dédr n € Z. Alltsa kommer 16sningarna ges av

5 T4 & W+27m ller 5 57T+2 & 7T+27m
T 6 m™n T 30 5 T T 6 ™n T 6 5 s

dar n € Z.
sin bx + sin 335.

2 )
2 2
x:—%—l—%n,nEZ,ellerx:—%—l—%n,nEZ.

Svar: 2sin2x cosz + sin x cos4x = sinx +

. Eftersom | — 2 + 2¢/3i| = \/(—2)2 + (2v/3)% = V16 = 4 sa ser vi att

1 3 ,
-2+ 2\/§Z =4 <—§ —+ Z%) = 4@Z27T/37

dér vi enklast ser omskrivningen till polar form genom att rita en enhetscirkel (rita en
ordentlig figur!). Ekvationen i uppgiften kan saledes skrivas

92:4 — 46i27r/3 PR 2’4 — g€i27r/3.

Lat nu z = re®, diir r > 0 och ¢ € R. D4 maste

4
4 _
A e _ %€i27r/3 o Ty " >0, (1)
) 2

4o =21/3 +2mn, n € Z.

Detta visar att r = /2/3 och p = 7/6 + %T, n € Z.

Vara l6sningar blir nu

2 N us ni
z_vgé&+zl n=0,1,2,3.

Hér har vi valt att endast numrera de l6sningar Re
som &r unika (ndr n = 4 far vi samma 16sning
som nér n = 0 etc). Observera dock att for ek-
vivalensen i ekvation (1) maste vi ha n € Z
godtycklig.




Vi skriver om losningarna till rektangular form:

V2 e V2 (V3 i) V21
=-——™ =0 —+- | =F+i—,
V3 V32 2 2 6
2 .
V3 V3l 2" 2 V6 2
o V2 V2 [ VB i) V21
B V3L 2 2 2 6
oo V2 V2 (1 V3) 12
T3 J3\2 2 6 2
2 1 1 V2 V2 1 1 V2
Svar: — +i—, ——= +i—, ——— —i—= och — —i—.
2 V6 V6 2 2 V6 V6 2

Anmdrkning. Notera att zz = 20 = i%2; = °2. Addition av 7/2 till argumentet for

ett komplext tal motsvarar multiplikation med ¢ (vi roterar alltsa det komplexa talet z,
med 7/2-radianer i taget for att fa samtliga fyra losningar).

7. Vi noterar forst att Dy =] — 0o0,0[U|1,3[. Vi reder ut vad D, &r: for att x € D, sa
maste © € Dy och f(x) € Dy. Eftersom x < 0 medfor att 0 < f(z) < 1 sa kan inte D,
innehalla negativa x. For 1 < z < 3 sa ser vi att f(x) > 0 och att

l<f(z)<3 & 1<2’-1<3 & 2<2’<4 & V2<z<2

eftersom 2 > 0. Diarmed finner vi att D, =]v/2, 2[. Fér = € D, gller att

y=f(fx)) & y=f@>-1)=@*-17%*-1 & @@ -1 =y+1
& P=1+£y+1

dédr endast 22 = 1 + /y + 1 dr mdjlig da 22 > 0. Saledes finner vi att

r==x\1+y+1

och den enda mojligheten &r z = /1 + /y + 1 eftersom z € D,. Vi finner endast ett

alternativ sa ¢ &r injektiv och ett uttryck for inversen ges av

g W) =1+ Vy+1
Svar: D, =]v2, 2[; g7 (y) = \/1+ Vy + 1.



Om vi skissar grafen till f finner vi fo6ljande.

Y

8 -+

6 -+

4 -+

2 -+

/,

1 Xz
—4 -3 —2 —1 1 2 3 4

Ur grafen ser vi att V; =|0, 8 och att f inte &r injektiv. Men det betyder alltsa inte att g
inte kan vara injektiv.



