
TATB04/TEN2 Inledande matematisk analys Dugga 2, 2021-01-15

Instruktioner: Svara p̊a alla uppgifter. Det finns sju uppgifter och varje uppgift kan
ge maximalt 3 poäng. För godkänt betyg räcker 9 poäng. Poängen p̊a godkända duggor
summeras och avgör slutbetyget. Lösningarna skall vara välmotiverade och ordentligt
skrivna. Inga hälpmedel till̊atna. Lycka till!

(1) Betrakta funktionen

f(x) =
x− 4

x− 3

med definitionsmängd D = {x ∈ R : x 6= 3}.

(a) Visa att det inte finns n̊agot x ∈ D s̊adant att f(x) = 1.

(b) För varje reelt tal y 6= 1 visa att det finns (minst) ett x ∈ D s̊adant att f(x) = y.

(2) Hitta alla lösningar θ ∈ R till ekvationen

cos(2θ)− 3
√

3 cos θ

2
+ 2 = 0.

(3) (a) Kom ih̊ag att ex ≥ 1 + x för alla x ∈ R. Betrakta implikationen

ex ≥ 1 + x =⇒ ln(ex) ≥ ln(1 + x) (†)

som gäller s̊a länge x > −1 (och därmed är ln(1 + x) definierad). Vilken
egenskap hos den naturliga logaritmfunktionen behöver vi för att justifiera1

implikationen?

(b) Om vi sätter x = b− 1 i slutsatsen av (†) ser vi att

ln(b) ≤ b− 1 (‡)

för b > 0. Använd (‡) och räkneregler för den naturliga logaritmfunktionen för
att visa

ln(b) ≥ b− 1

b

för b > 0. [Tips: byt ut b mot b−1.]

(4) Betrakta funktionen
g(z) = 1/z,

som är definierad för alla icke-noll komplexa tal z, och mängden M av lösningar
z ∈ C till ekvationen

|z − 3i| = 2|z|.
1Jag har lärt mig att ”justifiera” är inget ord – jag menar ”rättfärdiga” eller ”motivera”

Sida 1 av 2 [Vänd!]
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Mängden M är en cirkel i komplexa planet med medelpunkt −i och radie 2.

Visa att mängden av alla w s̊adana att w = g(z) och z ∈M är en annan cirkel – en
cirkel med medelpunkt −i/3 och radie 2/3.

(5) Visa att

cos(3θ) = 4 cos θ cos
(π

3
− θ

)
cos

(π
3

+ θ
)

genom att visa b̊ada led är lika med 4 cos3 θ − 3 cos θ.

(6) Lös ekvationen π−x = 4− 6π−x för x.

(7) Betrakta funktionerna sinh: R → R och cosh: R → R som definieras enligt
formlerna

cosh(x) :=
ex + e−x

2
och sinh(x) :=

ex − e−x

2

för alla x ∈ R. Visa att

sinh(2x) = 2 cosh(x) sinh(x).
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