
TATB04/TEN2 Inledande matematisk analys Dugga 2, 2023-01-12

Instruktioner: Svara p̊a alla uppgifter. Det finns sju uppgifter och varje uppgift kan
ge maximalt 3 poäng. För godkänt betyg räcker 9 poäng. Poängen p̊a godkända duggor
summeras och avgör slutbetyget. Lösningarna skall vara välmotiverade och ordentligt
skrivna. Inga hälpmedel till̊atna. Lycka till!

1. Betrakta funktionen

f(x) =

√
x− 3

x+ 3
.

(a) Visa att det inte finns n̊agot tal x s̊adant att f(x) = 1.

(b) Visa att det till varje y ∈ R finns högst en lösning x till ekvationen y = f(x).

(c) För vilka y finns det exakt en lösning x till y = f(x)?

2. (a) L̊at n vara ett heltal. Visa att

n2 är jämnt delbart med 5 om och
endast om n är jämnt delbart med 5.

(∗)

(b) Varför fungerar inte ditt bevis i (a) om vi i b̊ada instanser i (∗) byter ut ”jämnt
delbart med 5” mot ”jämnt delbart med 4”?

3. (a) Kom ih̊ag att ex ≥ 1 + x för alla x ∈ R. Betrakta implikationen

ex ≥ 1 + x =⇒ ln(ex) ≥ ln(1 + x) (†)

som gäller s̊a länge x > −1 (och därmed är ln(1 + x) definierad). Vilken
egenskap hos den naturliga logaritmfunktionen behöver vi för att rättfärdiga
implikationen?

(b) Om vi sätter x = b− 1 i slutsatsen av (†) ser vi att

ln(b) ≤ b− 1 (‡)

för b > 0. Använd (‡) och räkneregler för den naturliga logaritmfunktionen för
att visa

ln(b) ≥ b− 1

b

för b > 0. [Tips: byt ut b mot b−1.]

4. (a) Betrakta ekvationen
|z − 3i| = 2|z|.

där z ∈ C.

Visa att lösningarna z bildar en cirkel i det komplexa planet. Ange cirkelns
medelpunkt och radie.
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(b) Hitta en α > 0 s̊a att lösningarna z till

|z − 4i| = α|z − 4|

bilder en rakt linje som g̊ar igenom punkten 2 + 2i i det komplexa planet. Vad
är lutningen av linjen?

5. Observera att 3θ = π − 2θ för θ = π/5, s̊a

sin(3θ) = sin(π − 2θ).

(a) Bekräfta med hjälpa av additionsformeln att

sin(π − θ) = sin(θ) för alla θ ∈ R.

Dra slutsatsen att sin(3θ) = sin(2θ) för θ = π/5.

(b) Med hjälp av resultatet fr̊an del (a), additionsformelerna och trigonometriska
ettan visa att

3 sin θ − 4 sin3 θ = 2 sin θ cos θ

för θ = π/5.

(c) Med hjälp av resultatet fr̊an del (b) visa att

4 cos2 θ − 2 cos θ − 1 = 0

när θ = π/5.

6. (a) Lös ekvationen 4x2 − 2x− 1 = 0 för x.

(b) Med hjälp av (c) fr̊an uppgift 5 visa att

cos
(π

5

)
=

1 +
√

5

4
.

7. Finn alla lösningar z ∈ C till ekvationen

z6 − 9z3 + 8 = 0.
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