TATB04/TEN3 Tentamen, 2021-08-18

Inledande matematisk analys

1. Avgor utan bevis vilka eller vilken av foljande pastaenden &r sanna eller
falska.

(a) 22—z -1=0 = z=(1+5)/2;

) 22 —2—1=0 <= x=(14+5)/2;

(¢) vrF+y=+z+/yforallazycR.

Solution:
(a) Falskt
(b) Sant
(c) Falskt

2. Beskriv méngden av alla 16sningar z € C till ekvationen

2+ 3+ 4i] = 2|2.

Solution: Vi kan berakna att

|z 4+ 3+ 4i| = 2|7|
= (@+3)2+(y+4)° =4(" +y?)
— 327 —62—-9+3y° -8y —16=0

2
4 16
= 3(x—1)2—3—9+3<y—3> -5 6=
4\* 100
= (z-1) —--) ==
€ )+(y 3) 9

Dérfor &r méngden av alla 16sningar z en cirkel i komplexa planet med radien
10/3 och medelpunkten 1 + 47/3.

3.

(a) Bevisa att
sin(30) = 3sin 6 — 4sin® 0

for alla 0 € R.

(b) Visa att o = sin § dr en 16sning till ekvationen

Solution:



(a) Vi berdknar att

sin(30) = sin(20 + 0)
= sin(26) cos § + cos(20) sin §
= (2sin 6 cosf) cosf + (cos® f — sin® #) sin @
= 3sinfcos? § — sin® 0
= 3sinf(1 — sin §) — sin® 0
= 3sinf — 4sin’ 6.

(b) Om vitar 6 = Z &rsin(360) = sin(3) = v/3/2 och 3sin —4 sin® @ = 3x—42°
for « = sin 0. Dérfor enligt likheten i del (a) dr

V3 5 3 V3

7:330—4303 == —lx:—?.

4. Bevisa att pastaendet
"n3 + 2n #r delbart med 37

ar sant for varje positivt heltal n.

Solution:

Vi ger ett induktionsbevis. I basfallet n = 1 kan vi se direkt att 134+2x1 =3
ar delbart med 3. For att bevisa induktionssteget antar vi att n® +2n #r delbart
med 3 och betrakta (n + 1)% +2(n + 1):

(n+12+2(n+1) = (n*+3n*+3n+1)+2(n+1) = (n* +2n) +3(n* +n+1).

Eftersom (n + 1)3 + 2(n + 1) kan skrivas som en summa av tva termer som r
delbart med 3 maste (n + 1)3 + 2(n + 1) ocksa vara delbart med 3 och vi har
bevisat induktionssteget. Enligt induktionsprincipen har vi bevisat att n + 2n
dr delbart med 3 for alla positiva heltal n.

5.
Vilket eller vilka x loser ekvationen

In(2 — |z]) + In(4 —x) = 1n8?

Solution:

For att vinsterledet dr definierad behover vi att |z| < 2 och & < 4. De tva
villkoren &r uppfyllde om och endast om —2 < z < 2. Om —2 < z < 2 kan vi
berékna att

In(2—|z|) +In(4d—2z) =In8 < In((2—|z[)(4—z)) =In8
= 2-|z))(4—z)=8.

Om0<z<2ar

2—|z)d—2)=8 <= 2-2)4—2)=8 = 2> —6x=0



som har l6sningar x = 0 och x = 6. Dérfor d&r £ = 0 den enda giltig 16sning i
intervallet 0 < z < 2.
Om -2 <z <0 éar

2—|z)d—2)=8 <= 2+2)4—2)=8 = 2> —22=0

som har 16sningar x = 0 och x = 2. Eftersom varken x = 0 eller z = 2 ligger i
intervallet —2 < x < 0 har vi inga l6sningar i detta intervall.

Dérfor &r z = 0 den unika l6sningen till ekvationen In(2 — |z|) +In(4 — z) =
In 8.

6.
Berikna summan av féljande aritmetiska summa:

5+7+94---4203.

Solution:
Vi beraknar att

100 100
5+7+9+-~-+203:Z(2k+3):2<Zk> + 3 x 100
k=1 k=1
=100 x 101 + 3 x 100 = 10400.

7.
Vilka x uppfyller ekvationen

e —9e” + 14 = 07

Solution: Ekvationen dr en andragradspolynom iy = e” sa vi soker l6sningarna
y till y? — 9y + 14 = 0. Vi riknar ut att

2
9 25
v -9y +14=0 <= <y—2) -5 =0

sa l6sningarna &r y = 2 och y = 7. Darfor uppfyller z = In2 och z = In7
ekvationen e2* — 9e® + 14 = 0.




