
TATB04/TEN3 Tentamen, 2022-03-21

Inledande matematisk analys

1. Ge ett induktionsbevis av formeln

n∑
k=1

(ak − ak+1) = a1 − an+1 (∗)

där a1, a2, . . . , an+1 är givna tal och n ∈ Z+.

Solution: När n = 1 kan vi beräkna att

n∑
k=1

(ak − ak+1) =

1∑
k=1

(ak − ak+1) = a1 − a2

och
a1 − an+1 = a1 − a2

s̊a (∗) är bevisat för n = 1.
Under antagandet att (∗) är sant för n̊agot n = ` kan vi betrakta att

`+1∑
k=1

(ak − ak+1) =
∑̀
k=1

(ak − ak+1) + (a`+1 − a`+2)

= (a1 − a`+1) + (a`+1 − a`+2) = a1 − a`+2

som är (∗) med n = `+ 1.
Därför enligt induktionsaxiomen är (∗) bevisat för alla n ∈ Z+.

2. Med hjälp av (∗) bevisa att

n∑
k=1

1

k(k + 1)
=

n

n+ 1
(†)

för varje n ∈ Z+. Ett direkt induktionsbevis av (†) ger noll poäng. Tips: Ta
ak = 1/k.

Solution: Om ak = 1/k säger (∗) att

n∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
= 1− 1

n+ 1
,

men
1

k
− 1

k + 1
=

1

k(k + 1)

och

1− 1

n+ 1
=

n

n+ 1
,

s̊a (†) är bevisad.
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3. L̊at x och y vara tv̊a positiva tal s̊adana att 3x = 8y = 245. Vad är
xy/(x+ y)?

Solution: Vi vet att 3 = 245/x och 8 = 245/y, s̊a

3× 8 = 245/x245/y = 245/x+5/y =⇒ 1 =
5

x
+

5

y
=⇒ 1

5
=

1

x
+

1

y
.

Men 1
x + 1

y = x+y
xy , s̊a xy

x+y = 5.

4.
Lös ekvationen

2 arctan

(
4

7

)
+ arctan

(
1

4

)
= arctan θ

för θ. Det kan vara nyttigt att använda sig av sambanden mellan geometri i
planet och komplexa tal.

Solution: Vi vet att arctan
(
4
7

)
= Arg(7 + 4i) och arctan

(
1
4

)
= Arg(4 + i) och

b̊ada vinklar är mellan 0 och π/4, s̊a 2 arctan
(
4
7

)
+ arctan

(
1
4

)
är principalargu-

mentet av (7 + 4i)2(4 + i) = 76 + 257i. Men Arg(76 + 257i) = arctan(257/76)
s̊a θ = 257/76.

5.

(a) Ge definitionen av begreppet supremum till en följd (an)n∈Z+ av reella
tal.

(b) Visa att supn∈Z+

2n
3n+5 = 2

3 .

Solution:

(a) Ett tal α kallas för supremum till en foljd (an)n∈Z+ om:

(i) an ≤ α för alla n ∈ Z+; och

(ii) till varje ε > 0 finns det ett n ∈ Z+ s̊adant att α− ε < an.

(b) Vi beräknar att
2n

3n+ 5
≤ 2n

3n
=

2

3
,

s̊a 2/3 är en övre begränsning till (an)n∈Z+ . Och för ε > 0 har vi att

2

3
−ε < 2n

3n+ 5
⇐=

2

3
−ε < 2

3
− 10

9n+ 15
⇐= ε >

10

9n+ 15
⇐= n >

10

9ε
−15

9

s̊a genom att välja ett n > 10
9ε −

15
9 hittar vi ett n s̊adant att 2/3− ε < an.

Vi har därför bevisat att supn an = 2/3.
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6.
Använd trigonometriska likheterna

cos(θ + ϕ) = cos θ cosϕ− sin θ sinϕ,

sin(θ + ϕ) = sin θ cosϕ+ cos θ sinϕ

och
sin2 θ + cos2 θ = 1

(θ, ϕ ∈ R) för att visa

cos(3θ) = cos θ(1− 4 sin2 θ)

och
sin(2θ) = 2 sin θ cos θ

för alla θ ∈ R.

Solution:
Man kan räkna ut att

cos(3θ) = cos(2θ + θ) = cos(2θ) cos θ − sin(2θ) sin θ

= cos(θ + θ) cos θ − sin(θ + θ) sin θ

= (cos θ cos θ − sin θ sin θ) cos θ − (sin θ cos θ + cos θ sin θ) sin θ

= cos3 θ − 3 cos θ sin2 θ = cos θ(cos2 θ − 3 cos θ sin2 θ)

= cos θ(1− 4 sin2 θ).

Och därför är
cos(3θ) = cos θ(1− 4 sin2 θ)

för alla θ ∈ R.
Vi kan ocks̊a räkna ut att

sin(2θ) = sin(θ + θ) = sin θ cos θ + cos θ sin θ = 2 sin θ cos θ

för alla θ ∈ R.

7.

(a) Visa att sin(2θ) = cos(3θ) om θ = π
10 .

(b) Med hjälp av (a) och resultaten i uppgift 6 visa att θ = π
10 är en lösning

till
2 sin θ = 1− 4 sin2 θ.

(c) Med hjälp av ekvationen i (b) visa att

sin
( π

10

)
=

√
5− 1

4
.

Solution:
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(a) Vi vet att cosφ = sin(φ+ π
2 ) för alla φ ∈ R sa

cos

(
3π

10

)
= sin

(
3π

10
+
π

2

)
= sin

(
8π

10

)
men sin(π − φ) = sinφ för alla φ ∈ R s̊a om vi tar φ = 2π/10 f̊ar vi att
sin
(
8π
10

)
= sin

(
2π
10

)
. Tillsammans f̊ar vi att cos(3θ) = sin(2θ) om θ = π

10 .

(b) För θ = π
10 är

2 sin θ cos θ =
↑

upp. 4

sin(2θ) =
↑

(a)

cos(3θ) =
↑

upp. 4

cos θ(1− 4 sin2 θ)

och därför är
2 sin θ = 1− 4 sin2 θ

eftersom cos(π/10) > 0 s̊a cos θ kan strykas.

(c) Vi l̊ater t = sin( π10 ) och löser 4t2 + 2t− 1 = 0:

4t2 + 2t− 1 = 0 ⇐⇒ 4

(
t+

1

4

)2

− 5

4
= 0 ⇐⇒ t =

−1±
√

5

4
.

Eftersom sin(π/10) > 0 förkastar vi lösningen t = (−1−
√

5)/4 och f̊ar att

sin
( π

10

)
=

√
5− 1

4
.
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