TATB04/TEN3 Tentamen, 2022-03-21

Inledande matematisk analys

1. Ge ett induktionsbevis av formeln

n
> " (ak — axy1) = a1 — anya (*)
k=1
dér ay,as9,...,a,4+1 &r givna tal och n € Z,..

Solution: Niar n = 1 kan vi berdkna att

n 1
E (ar — ag1) E ap — Qp+1) = a1 — A2
k=1 k=1

och
ap — Op4+1 = a1 — a2

sa () dr bevisat for n = 1.
Under antagandet att (x) &r sant for nagot n = £ kan vi betrakta att

41 ¢
E (ar, — ap41) E ak — ag+1) + (@41 — ary2)
=1 =1

(a1 - a£+1) (a£+1 - a£+2) =aip — ag42

som #r (x) med n = ¢+ 1.
Dirfor enligt induktionsaxiomen dr (x) bevisat for alla n € Z,..

2. Med hjilp av (x) bevisa att

1 n

k(k+1) n+l (1)

NE

E
Il

1

for varje n € Z,. Ett direkt induktionsbevis av (}) ger noll poéng. Tips: Ta
ap = 1//€.

Solution: Om ay = 1/k séger (*) att

55 11 \_,_ 1
ko k+1) n+4+1’

k=1
men
17 I 1
ko k+1  k(k+1)
och
1 _n
n+1 n+1’

s& (1) ar bevisad.




3. Lat = och y vara tva positiva tal siadana att 3* = 8¥ = 245 Vad &r
zy/(z +y)?

Solution: Vi vet att 3 = 245/% och 8 = 24%/¥ s4

3% 8 = 243/T943/0 —gg3latsly 12 40
y

1 1 _ 2ty 8 Y _
Menm+y7 Iy,saﬂ_yff).

4.
Los ekvationen

4 1
2 arctan ? + arctan 1 — arctan6

for 0. Det kan vara nyttigt att anvinda sig av sambanden mellan geometri i
planet och komplexa tal.

Solution: Vi vet att arctan (1) = Arg(7+ 4i) och arctan (1) = Arg(4+1) och
bada vinklar dr mellan 0 och 7/4, sa 2 arctan (%) + arctan ( ) 4r principalargu-
mentet av (7 + 44)%(4 + i) = 76 + 257i. Men Arg(76 + 257i) = arctan(257/76)
s& 0 = 257/76.

1
1
1
1

5.
(a) Ge definitionen av begreppet supremum till en foljd (an)nez, av reella
tal.
(b) Visa att sup,,cz, 32% =2

Solution:

(a) Ett tal a kallas for supremum till en foljd (an)nez, om:

(i) an < « for alla n € Zy; och
(ii) till varje € > 0 finns det ett n € Z sadant att o — e < a,.

(b) Vi beréknar att

2n 2 2
< ==z
n+5""3n 3

sa 2/3 ar en 6vre begrénsning till (a,)nez, . Och for € > 0 har vi att

2 2n 2 2 10 10 10 15

3 315 © 3 °S3 onsis © T onsin - "9 9

sa genom att vilja ett n > % — %95 hittar vi ett n sadant att 2/3 —& < ay,.

Vi har darfor bevisat att sup,, a, = 2/3.




Anvénd trigonometriska likheterna

cos(f + ¢) = cosf cosp — sinfsin v,
sin(f + ) = sin 6 cos ¢ + cos fsin ¢

och
sin?6 4 cos?0 =1

(0, € R) for att visa
cos(30) = cos (1 — 4sin? §)

och
sin(26) = 2sin 6 cos

for alla 0 € R.

Solution:
Man kan rédkna ut att
cos(30) = cos(20 + 6) = cos(26) cos § — sin(26) sin 6
= cos(6 + 6) cos @ — sin(f + ) sin 6
= (cosf cosf — sin @ sinh) cos @ — (sin b cos§ + cos O sin §) sin 6
= cos® 0 — 3cos O sin? f = cos f(cos® O — 3 cos fsin” 0)
= cosf(1 — 4sin?0).
Och dérfor ar
cos(30) = cos (1 — 4sin? )
for alla 6 € R.
Vi kan ocksa rikna ut att

sin(20) = sin(@ + 0) = sinf cos + cos @ sin§ = 2sin d cos §

for alla 6 € R.

7.

(a) Visa att sin(26) = cos(3¢) om 0 = 5.

™

(b) Mlcled hjélp av (a) och resultaten i uppgift 6 visa att 6 = { &r en 16sning
ti
2sinf = 1 — 4sin? 6.

(c) Med hjilp av ekvationen i (b) visa att

sin (110) - \/54_ :

Solution:



(a) Vi vet att cos¢ = sin(¢ + ) for alla ¢ € R sa

3 . 3r w . 8
cCoS| — | =sm|—+ =] =smn| —
( 10 > ( 10 2 > ( 10>

men sin(m — ¢) = sin¢ for alla ¢ € R sa om vi tar ¢ = 2w/10 far vi att

sin (3%) = sin (27). Tillsammans far vi att cos(36) = sin(20) om 6 = 7.

(b) For 0 = {5 ar
25sin cos f = sin(26) = cos(36) = cos B(1 — 4sin’ )
T T T
upp. 4 (a) upp. 4

och darfor ar
2¢inf =1 — 4sin%0

eftersom cos(m/10) > 0 sa cos# kan strykas.

(¢) Vilater ¢ = sin({5) och loser 4t + 2t — 1 = 0:

2
1 5 —-1++5
A2+ 92— 1= 4(t+=) — — )
t t 0 = (t 4) 4 4

Eftersom sin(7/10) > 0 forkastar vi 16sningen ¢ = (—1 —+/5)/4 och far att

sin (110) - \/5471




