TATB04/TEN3 Tentamen, 2022-08-17

Inledande matematisk analys

1.
(a) For vilka reella tal ¢ giiller implikationen
a<b = ac<bc?
Du behover inte motivera ditt svar.

(b) Ge ett bevis av foljande implikation:

7
T>5 = z(x —2) > 5.

Solution:

(a) Implikationen géller om och endast om ¢ > 0.

(b) Vi vet att z > I si vi ocksa har att z —2 > 2. Genom att multiplicera

den forsta likheten med % och den andra med z (som vi vet &r positivt)

far vi att 2 > 3%7 och a(x — 2) > 3Z. Dérfor far vi att

2x2
3z 3xT7
_9) > 2
x(x )>2>2><2

> 5.

2. Betrakta intervallet

10 10
I:|3,3|:{I€R:3<SC<3}.

(a) Definiera begreppet storsta elementet av ett intervall.

(b) Bevisa att intervallet I inte har nagot stérsta element. [Tips: Ge girna ett
motségelsebevis.]

Solution:

(a) Ett stirsta element i ett intervall I &r ett element x € I sadant att a < x
for alla a € 1.

(b) Vi antar att = dr det storta elementet av intervallet I =]3,10/3]. I sa fall
drx el (sa3<x<10/3)ocha <z forallaa € I. Vi betrakta talet
3z +10
6

Eftersom 3 < x < 10/3 &r

5. 3x3+410 32410 _3xF+10_10
6 6 6 37

say € I och
_3z+10_2 10z =z _
~ 6 276 22"
Men att y € I och y > = &r motségelsefullt med att a < z for alla a € I.

Darfor kan I inte har nagot storsta element.




3.

(a) Ange medelpunkt och radie f6r cirkeln som ges av ekvationen
22 +y? =y — 3.
(b) Faktorisera polynomet
p(x) = 923 — 32% — 5z — 1

sa langt som mojligt.

Solution:

(a) Vi skriver om

2., .2 2 2 ? 1\* 1
4y =y—-3r <= z°+3x+y —y=0 <= |z+=-) —-+|ly—=) —-=0

PRSP GR  R
Ty Y=35) T3
5

o " 3 1 . .
sa medelpunkten &r (—3, 5) och radien &r (/3.

b) Vi kan enkelt gissa att z = 1 dr en 16sning och polynomdivision ger sedan
g g y g
att
p(z) = (x — 1)(922 + 62 + 1).

Vi kan ocksa kvadradkompletera for att se att

p(x) = 9(z—1) (:v2 + gx + ;) =9(x—1) <(:v + ;)2 - % + ;) = (z—1)(3z+1)2.

4. Betrakta ekvationen

B 2+Inzx
yiv Tlnz

(a) For vilka o &r uttrycket y/ZH2Z definierad?

(b) Vilka viirden kan y anta? (Det vill séiga, for vilka y finns det ett x sadant
att y = /(2+Inx)/(7TInz)?)

Solution:
(a) Forst utreder vi for vilka b uttrycket |/ 252 &r definierad: Det kréivs att
240 _ 2 1
T T

ar definierad och icke-negativt for att kunna ta kvadratroten. Det giiller
om och endast om b < —% eller b > 0. Sedan ar b = Inz, sa uttrycket &r
definierad om och endast om

0<:U§e_1/2 eller x> 1.



(b) Vi har att

2+1Inzx 2 1
e — “ = < _ .
Y \/7lnx —+= medb<—1/2eller b>0

Dérfor kan y antar alla virdena i intervallen [0, \/; [ och ]\/; ,00].

5.
Finn alla komplexa l6sningar till ekvationen 2% + (4 —i)2% + 3 = 3i.

Solution: Vi skriver om ekvationen till
A4 (4—i)22+3-3i=0

och sedan kvadratkompletterar vinsterledet och far att

. oy ‘ ,  A—i\? [4—i\? ,
24+ 4—-9)2z*+3-3i=(2"+ - > +3—3i

2
4—i\? 344

_ [ .2 _ _

_(z+2) =

Dérfor tar vi w = 22 + % och letar efter w sadant att
2 _ 3444
4
Lat w = x + iy dér 2,y € R. Da far vi att 22 — y? = 3/4 och 22y = 1 och de
tva ekvationerna kan vi 16sa for att fa

241 241
w=—— eller w=-— .
2
Vi har nu tva ekvationer att 16sa:
4—1 247 4 —q 241
2 2
- h S _
z° + 5 2 oc 2%+ 5 9

De kan vi 16sa pa ett liknande sétt till hur vi hittade w och vi berdknar att
l6sningarna &ar

2.1 241
=4+ %[2 —l—i\/\f; och ++/3i.

Om man inte har visat att de fyra losningarna &r ekvivalenta med ekvationen i
uppgiften (utan endast har visat att de &r de enda méjliga lésningarna) behéver
man kontrollera att de faktiskt &r l6sningar genom att sétta in de i ekvationen.

6.
Forenkla uttrycket
1 + tanh(z/2)
1 — tanh(z/2)
déar den hyperboliska tangentfunktionen tanh definieras enligt formeln

xT —T

tanhx = £ -° for alla x € R.
et e %



Solution: Vi berdknar att

em/276—$/2)

1 +tanh(z/2) L+ (m (e”’/2 + e /2) 4 (e®/? — e_'”/Q) e*/? 4 /2

e/ 2fe—7/2

1— tanh(w/Q) - 1— (e:):/Q_e—:):/Z) - (e:p/2 + 671/2) _ (ex/Z _ efw/Q) = e—x/2 + e—z/2

(a) Bevisa att cos(360) = 2 cos 6 cos(26) — cos 6 for alla 6 € R.

(b) Genom att ta § = m/12 i likheten fran del (a) visa att

™ V6+V2
COS (7) = #

Solution:
(a) Med hjiilp av additionsformler ser vi att

cos(30) = cos(26 + 0) = cos(26) cos§ —sin(26) sinf  och
cos(f) = cos(20 — 0) = cos(26) cos  + sin(26) sin 6.

Sa om vi adderar bada likheter far vi att
cos(30) 4 cos(#) = 2 cos(20) cos

som &r det vi vill bevisa.

(b) Med 6 = 7/12 &r likheten

eos () =200 () o (§) o (3)

och med hjélp av de exakta vérdena vi larde oss om i kursen séger det att
1 T
V2 (\f 12

m 1 V6+V2 _V6+42
COS(E) .

sa

T Vi-v2 T (V- V)V +2) 4




