TATB04/TEN3 Tentamen, 2023-03-20

Inledande matematisk analys

Betrakta olikheten
12n < 2" ((*)n)

dirn e Z,.
(a) Bevisa att (%), = (¥)m41 for m > 4.

(b) For precis vilka n dr (), sant? Motivera ditt svar.

Solution:
(a) Vi antar att (x),, dr sant och kan diirmed berdkna att

12(m+1) = 12m+12 < 2™ +12 < 2™ 416 < 2™ 42 < 2™ 4 2™ = 2™+l
T

T
()m m > 4
Dirmed har vi visat att (x),, = (%)m41 61 m > 4.
(b) For att avgor for vilka n (x),, &r sant vi borjar genom att kontrollera

12x1=12>2=2%
12x2=24>4=2°
12x3=236>8=2%

12 x4 =48> 16 = 24,

12 x5 =060 > 32 =25,
12x6="72>64=2%och
12x7=84<128=2".

sa (%), dr falsk for n = 1,2,...,6 men sant f6r n = 7. Fallet n = 7 kan
anvindas som bassteget i ett induktionsbevis och del (a) dr induktionsste-
get. Darfor enligt induktionsprincipen #r (x),, ocksa sant for alla n > 7.

(a) Ge ett exempel av en méingd som har ett supremum men inte har ett
storsta element. Du maste inte motivera ditt svar.

(b) Bevisa att

2n—3_1
P T 3

Solution:

(a) Till exempel, intervallet (1,5) = {z € R: 1 <z < 5}.



(b) (Obs: Hér menar jag forstas att n € Z.) Forst kan vi berdkna att

2n—3 2n 1
< —= )
6n — 6n 3

sé % ar en ovrebegransning till foljden.

Sedan kan vi for varje € > 0 berdkna att

1 __wm-3 _ 1 __1 3 _ 3 _ 3
1 1.3 3 ne S
3°°° Ton 3 °°3 6n 7 6n 6’

2n—3

o . 1 l . l - . l o . .
sa om vi véljer n > g dr 5 —e < === och vi ser att 3 — ¢ inte 4r en

ovrebegrénsning for nagot € > 0. Dérmed &r sup, ¢z, an—d _ 1

6n 3°

3.
(a) Skriv
4+ 51
3 .
% + 52
i formen x + iy dar x,y € R.
(b) Finn alla ldsningar w € C till
3+ 4i
2 _
W= —

Solution:
(a) Vi berdknar att

4450 _ 24+50)(1-30) _24+15+5i-12) 19 7

1 3. . .
s+3i (1430139 10 5 5

(b) Lat w = x + iy dér x,y € R. DA far vi att 22 — y? = 3/4 och 2ry = 1 och
de tva ekvationerna kan vi 16sa for att fa

2414 241
= eller w=— .

v 2

4. Under kursens gang har vi sett manga olika trigonometriska likheten. Med
hjdlp av additionsformler kan man skriva om cos(nf) och sin(nf) (ddr n € Z)
som polynom av cos # och sin §. Den hir uppgiften visar att resultaten alltid tar
ett sérskilt form.

Ge ett induktionsbevis att det for varje n € Z finns polynom p,(z) och
gn(x) sddana att

cos(nf) = pp(cosd) och sin(nfh) = g,(cosh)sin .



Solution:
For basfallet ser vi direkt att siadana polynom finns: vi har att p;(z) = =
och ¢1(z) =1 eftersom

cos(l x 0) =cosf och sin(l x60)=1xsiné.

For induktionssteget antar vi att den for nagot n € Z, finns polynom p,,(x)
och ¢, (x) sddana att

cos(nd) = py(cosf) och sin(nb) = ¢, (cosh)sinb.
och berdknar att

cos((n 4 1)8) = cos(nf) cos § — sin(n) sin§ = p,,(cos §) cos § — q,,(cos ) sin® §
= pn(cos ) cos§ — g, (cos 0)(1 — cos® 0)
s& vi ser att ppy1(x) = pn(z)z — go(x)(1 — 2?). Samtidigt kan vi ocksa beriikna
att
sin((n + 1)0) = sin(nd) cos @ + cos(nd) sin @ = g, (cos #) cos O sin O + p,, (cos d) sin §
= (gn(cos ) cos O + py(cos)) sin O
sa vi ser att ¢n41(z) = qn(z)x + pp(z). Ddrmed har vi visat att polynom p,41
och ¢4 finns under antagandet att p, och g, finns.

Enligt induktionsprincipen finns det for varje n € Z; polynom p,(x) och
gn(z) sddana att

cos(nd) = p,(cosf) och sin(nf) = ¢, (cosh)sinb.

5. Skissa grafen av funktionen f(x) = b* dér:

(a) b> 1,
(b) b=1; och
(¢c) 0<b< 1
Solution:
6.
Logaritmen av a i basen 10 definieras enligt formeln
logyo(a) == llnn((lao))

for a > 0. Virldens forsta logaritmtabell inneholl vérdena log,(n) for alla heltal
n=1,...,1000.
Vilket vérde eller vilka virden fran tabellen behéver man sla upp for att
berikna
log,,(6,735)7

Motivera ditt svar!



Solution:
Vi kan, till exempel, skriva

3 x5 x 449

1000 ) = logy(3) + logy(5) + logy((449) — log;(1000)

logy((6,735) = logy, <

sa vi behover sla upp log,((3), log;,(5), log,(449) och mojligtvist log,,(1000) =
3.

7.

(a) Visa att uttrycket
sin(a + b) + sin(a — b)
cos(a + b) + cos(a — b)

(dér a,b € R) inte beror pa b.

(b) Visa att

<x+y> sinx 4 siny
tan =
2 cos T + cosy

for alla z,y € R

Solution:
(a) Enligt additions- och subtraktionsformler f6r trigonometriska funktioner
ar
sin(a + b) + sin(a — b)
cos(a + b) + cos(a — b)
(sinacosb + cosasinb) + (sinacosb — cosasinb)
(

cosacosb — sinasinb) + (cosacosb + sin asinb)

sin a cos b
= — =tana
cos a cos b

som inte beror pa b.

(b) Om vi tar a = (z +y)/2 och b = (z — y)/2 i likheten ovan far vi att

(x—i—y) sinz + siny
tan =

2 cosx + cosy

for alla z,y € R.




