TATB04/TEN3 Tentamen, 2023-08-16

Inledande matematisk analys

1.

Nedan finns en lista 6ver olika steg man skulle kunna tdnka genomféra i
ett induktionsbevis. Vilj ut stegen du behover for att genomfora ett korrekt
induktionsbevis av P(n) for alla n € Z, dir P(n) &r ett pastaende som beror
pan€Z,.

(a
(b

(c

) Bevisa att P(n) = P(n+1) for varje n € Z.
)
)
(d) Bevisa att P(1) ér sant.
)
)

Bevisa att P(n+ 1) = P(n) for varje n € Z.

(
(

Bevisa att P(n) édr sant f6r nagot jamnt n € Z ..
(

(e) Anta att P(n) dr sant for allan € Z.
(f) Genom att hinvisa till induktionsaxiomet, notera att vi har genomfort
alla steg som behovs for ett fullstdndigt induktionsbevis, och dirmed ar

bevisat att P(n) dr sant for allan € Z.

Solution:

Stegen man behover ar (d), (a) och mojligtvis (f).

En vanlig misstag: Vissa studenter skriver upp induktionsteget (a) i tva
delsteg: Man forst antar att P(n) dr sant for nagot n € Z.; och sedan bevisar
att P(n—+1) dr sant under detta antagande. Det ér helt okej, men notera att det
inte &r samma sak att anta P(n) dr sant for nagot n € Zy som att anta P(n)
ar sant for alla n € Z4 - for da har man antagit allt man ska bevisa. Darfor ar
det fel att séiga (e) dr en del av ett korrekt induktionsbevis.

2.

(a) Om en méngd har ett storsta element, vad kan man siga om méingdens
stérstar minsta 6vre begrénsningen?

(b) Bevisa att
m—-3 7
sup = -
ncZ, 577/ 5

Solution:

(a) Om en méingd har ett storsta element sa har den ocksa en stérsta évre
begrinsningen och bada talen &r lika. [Pa grund av mitt fel i uppgiften
fick alla studenter en poéng for deluppgiften.|

(b) Forst kan vi beriikna att

7n—3 ™ 7
5n 5n 5’

sa % ar en Ovrebegransning till foljden.



Sedan kan vi for varje € > 0 berikna att

7 - ™m—3 7 < 7 3 - 3 - 3

- —€ = ——E< o — = Ee>— &= n>—

5 5n 5 5 5n 5n 5¢’
sa om vi véljer n > 5—36 ar % —e < 7%;3 och vi ser att % — ¢ inte 4r en
ovrebegrénsning for nagot € > 0. Dérmed &r sup, ¢z 7’;;3 = %

3.

(a) Skriv
(6 + 5i)(4 — 1)
10 +4
i formen x + iy dar x,y € R.

(b) Finn alla lésningar w € C till

w? = —13 + 844.

Solution:
(a) Vi berdiknar att

(64 5i)(4 —i) 29+ 14i  (29+14i)(10 —4) 304 111

. — . - . . — T A4 72'
1041 1041 (10+4)(10—4) 101 ' 101

(b) Lat w = z + iy dér 2,y € R. D& far vi att 22 — y? = —13 och 22y = 84
och de tva ekvationerna kan vi 1osa for att fa

w=6+7 eller w=-6-—"7Ti.

4. Under kursens gang har vi sett manga olika trigonometriska likheten. Med
hjilp av additionsformler kan man skriva om cos(nd) och sin(nf) (déir n € Z,)
som polynom av cos € och sin 6. Den hir uppgiften visar att resultaten alltid tar
ett sdrskilt form.

Betrakta foljande pastaende som beror pa ett positivt tal n: Det finns poly-
nom py,(z) och ¢,(z) sadana att

cos(nd) = py(cosf) och sin(nb) = ¢, (cosh)sinb.

Notera att pastaendet &r sant for n = 1 eftersom om vi testar pi(x) = = och
g1(x) = 1 kan vi bekriifta att

cos(1l x 0) = cosf = pi(cosd) och sin(l x ) =1 xsind = g;(cosh)sinb.

Ge ett induktionsbevis att pastaendet dr sant for varje n € Z,..

Solution:
For basfallet ser vi direkt att sidana polynom finns: vi har att py(z) = =
och ¢ (z) =1 eftersom

cos(l x #) =cosf och sin(l x6#)=1xsiné.



For induktionssteget antar vi att den for nagot n € Z, finns polynom p,,(x)
och ¢, (x) sddana att

cos(nd) = p,(cosf) och sin(nbh) = ¢, (cosh)sinb.
och beréknar att

cos((n 4 1)8) = cos(nf) cos 6 — sin(nd) sin§ = p,,(cos §) cos  — ¢,,(cos §) sin® §
= pn(cos ) cosf — g, (cos ) (1 — cos? 0)
s& vi ser att ppy1(x) = pu(z)z — go(x)(1 — 2?). Samtidigt kan vi ocksa beriikna
att
sin((n + 1)0) = sin(nf) cos @ + cos(nf) sin @ = g, (cos #) cos O sin O + p,, (cos d) sin f
= (gn(cos®) cosf + pp(cosf))sinf
s& vi ser att ¢n41(z) = gn(z)x + pp(z). Ddrmed har vi visat att polynom p,41
och ¢4 finns under antagandet att p, och g, finns.

Enligt induktionsprincipen finns det f6ér varje n € Z, polynom p,(x) och
gn(x) sddana att

cos(nd) = py(cosf) och sin(nb) = ¢, (cosh)sinb.

5. Skissa grafen av funktionen f(x) = b* dér:

(a) b>1;
(b) b=1; och
(c) 0<b< 1.
Solution:
6.
Logaritmen av a i basen b definieras enligt formeln
logy(0) = 1)

for a,b > 0. Forenkla foljande uttryck.
(a) logy(10) + logy(24) — logy(30)
(b) log,2(a’) dir a > 0
() 2Wea(®)

Solution:

(a) logy(10) +logy(24) — log,(30) = log, (F55%) = logy(8) = logy(2°) =3

5
(b) logs(a”) = % = Giae = 3

In9 In9 Ing 2In3
(C) 2logs(9) — oM = emaXIn2 = otz XIn2 — 232 — 3



Bevisa att
cosf +sinf >1

for alla 6 € [0, 7/2].

Solution:
Vi ger ett motsigelsebevis: Vi antar att det finns ett 6 € [0, 7/2] sadant att

cosf +sinf < 1.
For detta 0 vet vi att cosf > 0 och sinf > 0 sa vi kan rikna att

1> (cosf + sinf)? = cos® f 4 2 cosfsinf + sin? § = 1 + 2 cos fsin 0

trigonometriska ettan

och dédrmed &r cosfsinf < 0 — ett motségelse till faktumet att cosf > 0 och
sinf > 0. Dérfor maste antagandet vara falskt och

cosf +sinf > 1

for alla 6 € [0,7/2].




