TATB04/TEN3 Tenta, 2024-03-18

Inledande matematisk analys
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Ge ett induktionsbevis av likheten

Zk(k+1)  n+l

for allan € Z,.

Solution: Forst kontrollerar vi likheten i basfallet (nér n = 1):
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hogerledet ar
+1

Darfor ser vi att likheten stdmmer i basfallet n = 1.
Nu antar vi att pastaendet &r sant for nagot positivt heltal m:

- 1 m
’;k(k—l—l):m-i-l' (1)

Malet dr nu att visa pastaendet géller for n = m + 1:
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Det kan vi na med hjilpa av antagandet. Vi borjar med vénsterledet av det vi
vill visa och rdknar att
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Dérmed galler pastaendet for n = m + 1.
Genom induktionprincipen har vi bevisat att

n

Z 1 . n
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(a) Ge definitionen av vad det betyder att séga u &r den minsta Gvre be-
grinsningen av en foljd (an)nez, -



(b) Visa med hjélp av definitionen du gav i (a) att
6n—1 3

sup .
neZy 4n 2

Solution:
(a) Se Definition 2.20 eller (2.10) och (2.11) i boken.

6’}1;2 < % for alla positiva heltal n:

6n—1:3 1<3

4n 2 4An — 2
for alla n > 0. Dérfor &r 3/2 en 6vre begransning av ((6n —1)/(4n))nez,

(b) Forst visar vi att

For att visa 3/2 dr den minsta 6vre begrinsning betraktar vi ett € > 0
och letar efter en n sadant att
6n—1 3

an >§—€.

Om vi hittat for varje € > 0 ett sadant n kan ett tal mindre &n 3/2 inte
vara en 6vre begrinsning till féljden. Vi riknar att

bn-1_3 _ 3 1 _ 3
n T2 ° 2 a2 °©
1
— — <
4n c
— > 1
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4e
Dirfor for n tillrickligt stort (det vill siga for n sadant att n > 1/(4e)) dr
6n —1 S 3
——e.
4in 2

Sa inget tal mindre &n 3/2 dr en 6vre begrénsning och 3/2 dr ddrmed den
minsta 6vre berdnsningen av ((6n — 1)/(4n))nez. -

4. Finn alla 16sningar z till

2 +log (V1+x) 4+ 3log (V1 —z) =log (\/1—3:2).

Solution: For att alla termer ska vara valdefinierade maste —1 <z < 1. I sa
fall kan vi skriva om likheten till

1/2 /2
2+1og<(1”) (1—2)° ) 0

<~ 2+1o (1+z)1/2(1—x)1/2(1—x) =0
< 2+log(l—2)=0

< log(l—2)=-2

= l-r=c¢?

= z=1-¢2



Eftersom —1 < 1 —e~2 < 1 finns det precis en 16sning x = 1 — e~2.

Uppgiften var tvetydigt angaende logaritms bas. Om basen &r b > 1 ger
samma berdkningar att svaret &r t =1 —b62. Om0<b<larl—b"2<0,
sa det inte finns nagon 16sning alls. Inga poéng dras pa grund av ett alternativt
val av bas.

5.

(a) Visa att
sin (36)
4

sin 6 sin (g - 9) sin (g + 0) =
for alla 8 € R.

0
(b) Atminestone for vinklar @ sadant att — ¢ Z, #r en omskrivning av en
T

dubbelvinkel formel
sin(26)

2sin(0)

cos() =

Anviand den for att bevisa

COS(I>COS 21 COS 41 —1
9 9 9 ) 8§

Solution:

(a) Med hjilp av additionsformler och den trigonometriska ettan kan vi rikna
att

sin @ sin (g — 9) sin (g + 0) =sin6 (Sin (g) cos @ — sin (g) sin 9) (Sin (g) cos 6 + cos (g) sin 9)
=sinf (Sm ( ) cos? 0 — sin? <g> sin? 9)
(i cos Q—fsm 9)

1
% 1 — sin? 9 4sin26>

\ \
Qb

sin 6 (3 — 4sin? 0)
4

och

sin(30) = sin(0 + 20)

= sin # cos(26) + cos 0 sin(26)
= sin 6 cos(f + 6) + cos O sin(f + 0)
= sin 6 (cos 0 cos § — sin §sin 0) + cos O (sin 6 cos O + cos O sin 6)
= 3sinf cos? § — sin® 0
=sinf (3 —4sind).

Darfor ar

sin (36)

T

sin 6 sin (g — 9) sin (g + 0) =



(b) Vi anvéinder oss av likheten i fallet § = 7, 2T respektive 4T for att fa

in (2© in (4x
cos (E) = m, cos (271-) = w och

9) QSin(
A7 B sin (%’T
con (9) ~ 2sin ()

Sa om vi multiplicerar ihop de far vi att

COS(F)COS<271—>COS(47T>:SH?(Q) 811.1(92) Sn.l(i) :Sn?(g)a
9 9 9 2sin (g) 2sin (3") 25111(?”) 8sin (%)

men eftersom sin (%”) = sin (7T — %’T) = sin (g) ar

<7r> 2 47 1
cos|—=)cos| — |cos| — | =—-.
9 9 9 8

6. Utifran det du vet om den naturliga exponentialfunktionen visa att funk-
tionen sinh: R — R som é&r definierad som

exp(z) — exp(—x)
2

ar bijektiv. Ge den inversa funktionen.

sinhx =

(for alla z € R)

Solution: For att visa sinh &r bijektiv vill vi fér varje y € R visa att
sinhx =y
har en entydig l6sning x. Vi rdknar att

exp(z) — exp(—x)
2
<« exp(z)? — 2yexp(z) —1=0

sinhe =y <—

=y <= exp(z) —exp(—z) —2y =0

= (exp(z) =)’ —1-1* =0
= (exp(z) — )’ =1+y°
= exp(z) —y=+V1+12
= exp(a) =y+/1+y?

Dérfor dr sinhx = y ekvivalent med att exp(z) = y + /1 + y? eller exp(z) =
y—+/1+9y2
Eftersom +/1 + y2 > y/y? = |y| &r

y—VI+y2 <y—|y/ <0 och y+1+y2>y+]y >0

for varje y € R. Detta (tillsammans med att exp: R — [0,00) &r bijektiv)
innebér att det inte finns nagot x sddant att exp(x) = y—+/1 + y? men exp(z) =

y+ /1 + y? dr ekvivalent med = = In (y +V1+ y2>. Dirfor &r

sinhz =y < x:ln(y+\/1+y2).



for varje y € R och sinh dr bijektiv. Fran vara berdkningar ser vi att
sinh™*(z) = In (x +V1+ xz)

for x € R.

7. Finn alla 16sningar z € C till 2% 4 (2 — 2i)z + (5 — 144) = 0.

Solution: Forst kvadratkompletterar vi 22 +(2—2i)z+(5—14i) = (z — (1 —4))*+
5 — 12 och darfor sdtter vi w = z 4 (1 — ¢) och vill hitta alla losningar till

w?=—-5+12

Eftersom vi letar efter komplexa I6sningar sétter vi w = u+1iv dir u,v € R.
Ekvationen ar da ekvivalent med systemet

u? —v? = —5;
2uv = 12.
Genom att ta absolutbellopet av ekvationen far vi att

u? + 0% = /524122 = 13.

Darfor ar
20” = (u” +0°) + (¥ —0v*) =13 -5 =38
och
0% = (u? + %) — (u? —v?) =13 +5=18
sa,
u==+2 och
u = %3

Ekvationen 2uv = 12 séger att u och v har samma tecken sa w = £(2 + 3i) dr
de enda kandidatlésningarna. Vid inséttning i systemet ser vi att de verkligen
ar 1osningar.

Sedan vet vi att z = w—(1—1), sa 16sningarna z dr z = —3—2¢ och z = 1+4i.




