TATB04/TEN1 Dugga 1, 2021-11-25

Inledande matematisk analys

(a) Betrakta polynomet p(x) = 28z — 422 — 53. Visa med hjilp av kvadrat-
komplettering att p(z) < —4 for alla z € R.

(b) Berikna (g;)

(c) Skriv %‘*ﬁfz% pa en form dér man tydligt kan avlidsa divisions kvot

och rest.

Solution:

(a) Vi berdknar att
7\ 2

p(z) = 282 — 42® — 53 = —4 <x—> —4.
4

Forsta termen &r hogst 0, och dérfor dr p(x) <0 —

(b) Vi beréknar att

=31-5-29 = 155-29 = 4495.

31\ 31! _ 311 31-30-29
28)  28!(31 —28)! 2813 3!

(¢) Vi utfor polynom division:

ot —a® +42® +3  2?(2® +3) — 32 —2® + 42 + 3
x? +3 B x? +3
o —x(2?+3)+3z+22+3
=x° +
x2+3
2
SO Gt ok Vet
2243
3z

2
— 2 _ 14 =
xw++23

2

sa kvoten dr k(x) = 2° — x + 1 och rest &r r(z) = 3x.

Beridkna summan

i 4+5k2+3k—8
3k 6k )

k=1

Solution:



Vi beraknar

iﬁj 4+5k2+3k 8 7% 8+10k2 3k — 8
o\ 3k B 6k )

8 +10k*+ 3k —38
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= —k k+ = 1
> (342) =52
=1 k=1 k=1
5 26(26 + 1 2
= (26+1) —6—598.
T3 2
sats 1.13 (eller (A-2)) & (A-3)
3.
Avgor med bevis vad den storsta undre begrénsningen av foljden (an)nez.,
ar dar a,, = 27;:1 for allan € Z..
Solution:

Vi gissar att inf,, a, = 2/5.
For att bevisa det visar vi {orst att 2/5 dr en undre begrinsning:

272n<2n+1

5 51  bn

:an

for alla n € Z sa 2/5 dr en undre begrinsning av (an)nez, -
Sen visar vi att varje tal i formen 2/5 + ¢ for € > 0 inte &r en undre be-
gransning: Betrakta ¢ > 0. Vi vill hitta n € Z sadant att

2
&n<g+€.
Men
S, 4l _2 2,1 _2 1
In<gTe 5n 5 °C 5 5n 5 T "7

Enligt den arkimediska egenskapen far vi vélja ett heltal n > 1/(5¢) och déarfor
finns det (minst ett) n € Z sadant att a,, < 2/5+¢. Dérfor &r 2/5 den storsta
undre begrénsningen av (a,)nez, -

4.
Kom ihag att

ny n! _nn—=1)...(n—k+1)
<k) Ckl(n—k)! k!

for hela tal n och k dir 0 < k < n. Visa att

>(5)-=("")

for varje heltal m > 2.



Solution:
Vi ger en induktionsbevis. Forst kontrollerar vi basfallet m = 2. Vi har att

>(3)-()-
(*5) =1

sa likheten géller i fallet m = 2. For induktionssteget antar vi att

>()-("s")

n=2

och

for nagot heltal m > 2 och rikna med hjélp av detta att

S0 =00

) ?TZTLQJr m(m—1) (m+1)m (m—-1) 1
= G + 5 =(m+1)m< G —|—2>
(m—1)+3 (m+2)(m+ 1)m
=(m+1)m ( 5 ) = T

(m + 2)
3 ’
sa enligt induktionsantagande géller
Z’ (n) (m + 1)
ot 2 3

for alla heltal m > 2.

5.
Betrakta polynomen

pz) =2 — 48210 427 — 2621 4 2 42

och
q(z) = z(z — 4).
Berikna resten r(z) av p(z) delat med g(z).

Solution:
Enligt polynomdivisionsatsen vet vi att

p(x) = q()k(z) + r(z)
dér k och r &r polynom och 7(z) = ax + b for konstanter a,b € R. Dessutom &r
q(0) = q(4) = 0 sa
2 =p(0) = q(0)k(0) +r(0) =b och
6=p4) =q4)k(4)+r(4)=4a+Db

sa b =2 och ddrmed &r a = 1. Darfor ar r(z) = = + 2.




