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Inledande matematisk analys

1.
Kom ihag fran var forsta foreldsning att vi undrade for vilka par av heltal,
a och b, ar

a+b=ab. (%)

Vi berdknade att
a+b=ab < (a—1)(b—-1)=1.

Anviind sista likheten for att finna alla par av heltal som uppfyller (3 ). Motivera
ditt svar och visa hur du anvédnder dig av kravet att a och b ska vara heltal.

Solution:

Eftersom a och b dr heltal sa &r a — 1 och b — 1. Dérfor behover vi hitta
alla produkter av heltal som ger 1. Eftersom produkten dr positivt maste bada
faktorerna har samma tecken.

Om vi ténker forst vad kan hinder om bada faktorerna &r positiva. Om, till
exempel, 0 < b—1 < 1 maste a — 1 > 1 sa att produkten kan vara 1 och vise
versa. Men det finns ingen heltal stringt emellan 0 och 1, sa det maste vara att
l=a—-1=0b—1,s4a a=>b=2 dr den enda losningen i det hér fallet.

En liknande analys i fallet faktorerna dr negativa visa att —1=a—1=>0—-1
ar den enda mojligheten da. Sa det finns en andra 16sning: a = b = 0. De tva
l6sningar ar alla 16sningarna som finns.

2. Visa att
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’;k(k+1)(k+2) T2 (n+D(n+2)

for varje positivt heltal n.

Solution: Vi visar
En: 2z 1 1
— k(k+1)(k +2) 2 (n+1)(n+2)

med hjélpa av en induktionsbevis.
Forst kontrollerar vi att (1) géller for n = 1: I sa fall dr
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n 1

och

sa basfallet ar sant.



Sedan antar vi att (1) géller for n = m {6r nagot m € Z och betrakta fallet
n = m+ 1: Vi beréknar att

o 2 i 2 2
; k(k+ 1)(k+2) :;k(kJrl)(kJrQ) T T Dmt 2)(m+3)
1 2
Ty T i Dm+2)  mrDm+2)m+3)
1 (m+3)—2 1 1
2 (m4+1)(m+2)(m+3) 2 (m+2)(m+3)

och dédrmed &r (1) med n = m + 1 bevisat under antagandet (1) med n = m dr
sant.
Enligt induktionsprincipen &ér (1) bevisat for alla n € Z.

3. Betrakta foljderna (an)nez, och (bn)nez, som ges av formlerna

n+6 2n —3
ap = o och b, = e

(a) Ange sup,, a,, och sup,, b,. Du maste inte motivera dina svar.

(b) Ge ett fullstidndigt bevis for ett av dina svar fran (a).

Solution:
(a) sup,, a, = 7/6 och sup,, b, = 2/3.
(b) Vi ger bevis for bada suprema, med endast en krivs for full poéng.

For foljden (ay,)n berdknar vi att

6 7
a”:n(; <o =6 +6) <4 = (n+6)<Tn = 6<6n < n>1,

s& vi har att a,, < 7/6 for alla n € Z,. For att visa det inte finns en
mindre évre begriinsning, noterar vi att a; = 7/6, sa inget tal mindre &n
7/6 kan vara en §vrebegrisning. Darmed har vi bevisat att sup,, a, = 7/6.

For foljden (by,)n berdknar vi att

2n — 2
b= 23 o2 9 _3<on —— —3<0,
3n 3

s& 2/3 dr en over begriansning till (b,),. For att visa det ocksa #r den
minsta 6vre begrinsningen, betrakta vi ett godtyckligt € > 0 och forsoker
finna ett n € Z sadant att 2/3 — e < by,: Vi beriiknar att

2n —3 2 2n—3
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- —e<b, = E &= —<ege &= n>-.
n 13

3 3m 3 3n

Dirfor kan vi for varje € > 0 (enligt den arkimediska egenskapen) vélja ett
n > 1/e sadant att 2/3 —e < b,. Darmed har vi bevisat att sup,, b, = 2/3.




4. Betrakta polynomen

p(x) = 22* + 1123 + 202 + 342 +3  och
q(z) = 2 + 4o + 1.

(a) Finn polynom k(x) och r(z) sadana att

och deg(r) < 2.
(b) Ar p(x) delbart med (z + 2) eller inte?

Solution:

(a) Man far anviinda sig av till exempel liggande stolen och far svaret att

k(z) =222 +3x+6 och r(z)="Tr—3.

(b) Enligt sats 3.12 &r p(x) delbart med (4 2) om och endast om p(—2) = 0.
Vi berdknar att p(—2) =32 — 88+ 80 — 68 + 3 = —41 # 0, sa p(z) inte dr
delbart med (z + 2).

5. Berékna
2ok 4k

Tk

k=—5

Solution: Héir maste jag erkédnna att jag missade att uttrycket &ar odefinierad
for k = 0 — tanken var att 2’“;)7]:’“ skulle kunna forenklas till le Eftersom
jag missade det sjilv och det inte var meningen att lura studenter fick man
fullpoéng dven om man réknade utifran att % = %TH for alla k (eller en
ekvivalent beriikning). Egentligen dr det forstas fel och termen dér & = 0 i
summan odefinierad. Man fick ocksa full podng om man noterade det och inte
gjorde mer.
Efter den slarviga férenkling kan man beréikna att
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sats 1.13 & anmérkning 1.15 (a)




