TATB04/TEN1 Dugga 1, 2023-01-03

Inledande matematisk analys

Betrakta ekvationen
azx® +br+c=0 ()

dér a, b och c ér givna udda heltal.

(a) Utred nér en produkt av tre heltal dr udda respektive jaimn. Mer exakt
sagt, vilken kombination eller vilka kombinationer av udda och jimn maste
faktorerna vara sa att produkten &r udda respektive jamn?

(b) Ge ett motsiigelsebevis av pastaendet att (#) inte kan har nagon rationell
16sning x.

Solution:

(a) Betrakta produkten ABC av tre heltal A, B och C. Om minst en faktor
dr jaimnt — till exempel om A = 2k for nagot k € /Z — dr produkten
ABC' jamnt, eftersom produkten kan sedan skrivas som ABC = 2kBC.
Déaremot om alla heltal 4r udda kan vi skriva A =2k + 1, B =2{+ 1 och
C=2m+1for k,{,m € Z ar

ABC = (2k+1)(20+1)(2m—+1) = 8klm—+40m+4km+4k(+2k+20+2m+1

som &ar udda.

Sammanfattningsvis &r en produkt av tre heltal udda om och endast om
alla tre faktorerna &r udda.

(b) Vi antar att det finns en rationell 16sning x till (#) och dérfor kan skriva
x = p/q dir p,q € Z inte har nadgon gemensam nimnare.

Vi berdknar att

2
OzaxQ—&—bx—l—c:a(Z) —i—b(z)—i—c

= 0=ap?+bpq+ cq®

Eftersom 0 #ir jimnt maste dven ap® 4+ bpq + cq?® vara jamnt. Men eftersom
p och ¢ har inga gemensam ndmnare kan de inte bada vara jimna, sa vi
har tva fall:

e Om béde p och ¢ ar udda dr ap? + bpg + cg® summan av tre udda tal,
och déarmed ar udda;
e Om exakt en av p och g udda #r ap? + bpg + c¢® summan av ett udda

tal och tva jimna tal, och darmed &r udda.

Detta #r ett motsigelse eftersom ap? + bpg + cg® kan inte vara bade jamnt
och udda. Dérfor finns det inga rationella 16sning till (£).




2. Visa att
22n 1

ar jamnt delbart med 3 for varje positivt heltal n.

Solution: Vi visar
P(n) =72%" — 1 #r jimnt delbart med 3”

med hjilpa av ett induktionsbevis.
Forst kontrollerar vi att P(1) dr sant: I sa fall &r

2" —1=22-1=4-1=3
som dr jamnt delbart med 3, sa P(1) &r sant.

Sedan antar vi att P(m) &r sant for nagot m € Z,, och ddrmed kan skriva
22m 1 = 3/ for nagot £ € Z. Vi betrakta P(m + 1) och berdiknar att

22(m+1) 1 4 %92 1 =3x22m 1 92m 1 _3x22" 13

enligt P(m). Vi har ddrmed bevisat att P(m) = P(m + 1) fo6r godtyckliga
m € Z.
Enligt induktionsprincipen dr P(n) bevisat for alla n € Z.

3. Betrakta foljderna (an)nez, och (by)nez, som ges av formlerna

n+9 n—17
“ 5n o¢ 4n

(a) Ange sup,, a,, och sup,, b,. Du maste inte motivera dina svar.

(b) Ge ett fullstindigt bevis for ett av dina svar fran (a).

Solution:
(a) sup,, a, = 2 och sup,, b, = 3/4.
(b) Vi ger bevis for bada suprema, med endast en kriivs for full poéng.
For foljden (a,)n berdknar vi att

n+9
5n

a, = <2 <= n+9<10n <= 9<9 <= n2>1,

sa vi har att a,, < 2 for alla n € Z . For att visa det inte finns en mindre
Ovre begriansning, noterar vi att a; = 2, sa inget tal mindre &n 2 kan vara
en 6vrebegrésning. Dérmed har vi bevisat att sup,, a, = 2.

For foljden (b, )n berdknar vi att

3n—7 3
b= 2L <2 = 4(3n—T) < 4(3n) <= —28<0.
in 4
Eftersom —28 < 0 dr 3/4 &r en 6ver begrinsning till (by,),. For att visa
det ocksa dr den minsta 6vre begrinsningen, betrakta vi ett godtyckligt

€ > 0 och forsoker finna ett n € Z sadant att 3/4 — e < b,,: Vi beréiknar

att
§7€<b73n—7<:§73n—7 5<:l<€<:n>l
4 T 4p 4 4n 4n 4e’

Dirfor om vi for varje € > 0 (enligt den arkimediska egenskapen) vilja ett
n > T/4e & 2/3 — e < b,. Dérmed har vi bevisat att sup,, b, = 3/4.



4. Betrakta funktionen
£ ) 3x+4
€T =
r—2

(a) Visa att det inte kan finnas nagot = sadant att f(x) =3

(b) Visa att till varje y # 3 det finns (minst) ett = # 2 sadant att f(z) =y

Solution:
(a) Vi antar att det finns ett x sadant att f(x) = 3. Da &r
3 4
y=f(z) = 3= x+2 = 3(z—2) =3z +4
7 _

= 3r—-6=3r+4 = —-6=4.
Eftersom —6 # 4 kan det inte heller finnas ett  som loser f(z) = 3.

(b) Foér y # 3 kan vi rikna att

3z +4
T or—2

2 + 4
= y(z—2)=32+4 <= 2y -0 =2 +4 < z= y+3’
=

y=f(x) &=y

p
om z # 2
sa linge x # 2. Men genom att skriva om

2y+4 10
= — :2 —_
x y—3 x +y—3

ser vi att « inte ar lika med 2 for nagot y # 3.

5.

(a) Ge ett bevis av formeln

< n(n +1)

k =
2
k=1
dar n € Z+.
(b) Berikna

i 3k +5

k=—15

Solution:

(a) Se exempel 1.12 eller sats 2.7 i boken.
(b) Vi beréknar att

32 32 32 15 32
3k+5 3 5 3 5
SRS SIS SR (5350 o) FEAT
k=-15 k=-15 k=-15 k=1 k=1
_3( 15x16 32x33\ 5
T 2 2 2

formeln i (a)

3 3
=3 (—120 4 528) + 120 = 5408 +120 =612+ 120 = 732.




