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Inledande matematisk analys
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Betrakta pastaendet
’7n2 >d4n — 3

forn € Z.
(a) Ge ett induktionsbevis av pastaendet for alla n > 3.

(b) Vilken del av ditt bevis inte fungerar om du istéllet forsoker ge ett induk-
tionsbevis av pastaendet for alla n > 17

Solution:
(a) Vibetraktar basfallet n = 3. Da irn? =32 =9 och4n—-3=4x3-3=9
sd n? > 4n — 3 nir n = 3.

Nu antar vi att n2 > 4n — 3 for nagot n > 3 och berdknar att
(n+1)2=n>+2n+1>{4n—3)+2n+1= (4(n+1) —3) + (2n — 3).
Om n >3 ar 2n — 3 > 0 sa vi drar slutsatsen att

n*>4n -3 = (n+1)2>4(n+1)-3

for n > 3.

Enligt induktionsaxiomet ar n? > 4n — 3 for alla n > 3.

(b) Bassteget fungerar bra: Om n = 1 ir n? = 1 och 4n — 3 = 3 sd n? =
1 > 3 = 4n — 3. Daremot fungerar induktionssteget inte lika bra eftersom
2n — 3 2 0 for n = 1, sa man inte kan gar fran pastaendet med n = 1 till
pastaendet med n = 2.

(Om man skulle betrakta fallet n = 1 separat och borjar ett induktions-
bevis fran och med n = 2, faller basfallet n = 2 bort trots att induktions-
steget fungerar fran och med n = 2. Det dr endast fran och med n = 3 att
bade basfallet och induktionssteget fungerar.)

3. Betrakta uttrycket

(a) Visa att det inte finns nigot positivt = si att f(z) < 4v/3.
(b) Finns det ett x sa att f(z) = 4v/3?

Solution:

(a) Vi antar att det finns ett positivt = sa att f(r) < 4v/3. Da kan vi rikna
att

x2 412

fz) <4V/3 = <4V3 = 2?+12 <43z = (z—2V3)? <.

Det dr ett motséigelse och déarfor kan det inte finnas ett positivt x sa att

f(z) < 4V3.



(b) Om vi testar = 2v/3 ser vi att

_ (2\/2);;12 12 _ 43,

sa det finns ett 2 s att f(x) = 4v/3.

f@) = f(2V3) - — =
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(a) Definiera vad det betyder att séiga en méngd A har en supremum «.

(b) Visa att om méngden A &r f5ljden

<4n - 6)
7n neZy

da har A en supremum o = 4/7.

Solution:

(a) En mingd A har en supremum « om

e a <« forallaa€ A, och

o det finns for varje € > 0 (minst) ett a € Asaatt a —e <a

(b) Forst riknar vi att
in—-6 4 6 < 4

™ 7 T 7

for allan € Z 4, sa % dr en ovre begransning till f6ljden. Och for e > 0 &r
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Eftersom vi kan vélja n (beroende pa ¢) sa att n > % vet vi att det finns

4n
™

4

for varje € > 0 ett n sa att %—E <
begrénsningen av foljden.

7

=6 Dirfor 4r 2 den minsta évre

5. Betrakta funktionerna f: (0,00) — [4v/3,00) och g: [4v/3,00) — (0,00)

som definieras enligt formlerna

2412 T+ Va? —48
fa) =TT oo gy = TEYE R

(sa f &r funktionen fran uppgift 3).
(a) Visa att (fog)(x) = f(g(x)) = =.

(b) Visa att f inte dr inverterbar.

Solution:



(a) Vi réknar ut att
(@)2 +12
(fog)(@) = flg(x)) = (@)
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(b) Vi visar att f inte #r injektiv. For att gora det visar vi att det finns
x1, T2 € (0,00) s& att x1 # x2 och f(x1) = f(x2). For att hjélpa oss hitta
sadana par skriver vi om

C2ty12 (2412
fo) == =5

Om vi for 1 > 0 véljer xo = 12/ (som &r ocksa positivt) ser vi att

nt+2) =t 124 g
f($2): ( —12_932) _ < 2(m1)> _ (Il;r ) :f(x1)~

Utover det ar x1 # xo for x7 # 2+/3. Vi drar slutsatsen att f inte &r
injektiv och ddrmed inte heller inverterbar.




