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Inledande matematisk analys

1.

(a) Visa att
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(b) Räkna ut

128∑
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Solution:
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(b)
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k=1
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=
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anmärkning 1.15(a)
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sats 1.13
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64

128(128 + 1)

2
+ 6

= 135.

2.
Betrakta p̊ast̊aendet

”2n ≥ n+ 4”

för n ∈ Z+.

1



(a) Ge ett induktionsbevis av p̊ast̊aendet för alla n ≥ 3.

(b) Vilken del av ditt bevis inte fungerar om vi istället försöker ge ett induk-
tionsbevis av p̊ast̊aendet för alla n ≥ 1?

Solution:

(a) Vi betraktar basfallet n = 3. D̊a är 2n = 23 = 8 och n+ 4 = 3 + 4 = 7 s̊a
2n ≥ n+ 4 när n = 3.

Nu antar vi att 2n ≥ n+ 4 för n̊agot n ≥ 3 och beräknar att

2n+1 = 2× 2n ≥ 2(n+ 4) = (n+ 1) + 4 + (n+ 3).

Eftersom n+ 3 ≥ 0 för n ≥ 3 (och även för n ≥ 1) drar vi slutsatsen att

2n+1 ≥ (n+ 1) + 4 + (n+ 3) ≥ (n+ 1) + 4.

för n ≥ 3.

Enligt induktionsaxiomet är 2n ≥ n+ 4 för alla n ≥ 3.

(b) Induktionssteget fungerar även för n ≥ 1 men bassteget inte fungerar: Om
n = 1 är 21 = 2 och n+ 4 = 5 s̊a 2n = 2 6≥ 5 = n+ 4.

(P̊ast̊aendet är ocks̊a falskt för n = 2 eftersom 22 6≥ 2 + 4.)

3. Betrakta uttrycket

f(x) =
x2 + 18

x
.

(a) Visa att det inte finns n̊agot positivt x s̊a att f(x) < 6
√

2.

(b) Finns det ett x s̊a att f(x) = 6
√

2?

Solution:

(a) Om vi antar att det finns ett positivt x s̊a att f(x) < 6
√

2 kan vi räkna
att

f(x) < 6
√

2 =⇒ x2 + 18

x
< 6
√

2 =⇒ x2+18 < 6
√

2x =⇒ (x−3
√

2)2 < 0.

Det är ett motsägelse eftersom ett reellt tal i kvadrat aldrig är negativt
och därför kan det inte finnas ett positivt x s̊a att f(x) < 6

√
2.

(b) Om vi testar x = 3
√

2 ser vi att

f(x) = f(3
√
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3
√

2
=

36

3
√

2
= 6
√

2,

s̊a det finns ett x s̊a att f(x) = 6
√

2.

4.
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(a) Definiera vad det betyder att säga en mängd A har en supremum α.

(b) Visa att om mängden A är följden(
8n− 7

4n

)
n∈Z+

d̊a har A en supremum α = 2.

Solution:

(a) En mängd A har en supremum α om

• a ≤ α för alla a ∈ A, och

• det för varje ε > 0 finns (minst) ett a ∈ A s̊a att α− ε < a

(b) Först räknar vi att
8n− 7

4n
= 2− 7

4n
≤ 2

för alla n ∈ Z+, s̊a 2 är en övre begränsning till följden. Och för ε > 0 är

2− ε < 8n− 7

4n
⇐= 2− ε < 2− 7

4n
⇐= ε >

7

4n
⇐= n >

7

4ε
.

Eftersom vi kan välja n (beroende p̊a ε) s̊a att n > 7
4ε vet vi att det för

varje ε > 0 finns ett n s̊a att 2 − ε < 4n−6
7n . Därför är 2 den minsta övre

begränsningen av följden.

5.

(a) Visa att

(1− r)
n∑

k=1

krk =

n∑
k=1

rk − nrn+1

för givna tal n ∈ Z+ och r.

(b) Använd ditt svar fr̊an (a) för att visa

n∑
k=1

krk = r
1− (n+ 1)rn + nrn+1

(1− r)2

för n ∈ Z+ och r 6= 1.

Solution:
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(a) Vi räknar att
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för n ∈ Z+ och r 6= 0, 1.

(b) Vi kan räkna ut med hjälp av sats 1.14 att

n∑
k=1

rk =

n∑
k=1
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1− rn

1− r
,

s̊a fr̊an (a) f̊ar vi att
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Därmed är
n∑

k=1

krk = r
1− (n+ 1)rn + nrn+1

(1− r)2

för n ∈ Z+ och r 6= 0, 1.
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