TATB04/TEN2 Dugga 2, 2021-01-15

Inledande matematisk analys

Betrakta funktionen
fla) =222
T r-—3

med definitionsméngd D = {z € R: = # 3}.

(a) Visa att det inte finns nagot x € D sadant att f(z) = 1.

(b) For varje reelt tal y # 1 visa att det finns (minst) ett € D sadant att
flx) =y

Solution:

(a) Vi ger ett motséigelsebevis. Vi antar att det finns ett x € D sadant att
f(@) = 1:

I*§:1 g —d=—g—3 — —4=_3

flz)=1 =

T —
Eftersom —4 # —3 har vi rdknat oss fram till ett motséigelse och dérfor
kan det inte finnas ett x € D sadant att f(z) = 1.

(b) Vi betraktar ett y # 1 och riknar att

4 4-3
f@) =y = Tog =y = wd=ayBy = a(loy) = 4By = =T

sd = (4 —3y)/(1 —y) ar sadant att f(z) = y och utdver det dr samma
x ett element i D eftersom

_4-3y

3:

= 3-3y=4-3y = 0=1.

Hitta alla l6sningar 6 € R till ekvationen

cos(260) — 3v/3 cos N

2=0.
2

Solution:
Vi raknar att

0:cos(2¢9)—3\/§0059_'_2:(30529_37\/?:00594-§
2 2 2
) 2
— Cosg,% +3f§— cosﬁfﬂ -2
= 4 216 4 16



som dr ekvivalent med -
3v3 3
0=——+—
0S 1 1
Eftersom /3 > 1 #r cosf = § det enda mojligheten och dérmed é&r alla

16sningar till ekvationen 6 = +¢ + 2k7 for k € Z.

3.

(a) Kom ihag att e* > 1+ z for alla z € R. Betrakta implikationen
e*>1+2 = In(e®) > 1n(l +x) )

som giller sa lange x > —1 (och ddrmed &r In(1 + z) definierad). Vilken
egenskap hos den naturliga logaritmfunktionen behover vi for att justifie-

ra! implikationen?

(b) Om vi sétter = b — 1 i slutsatsen av (f) ser vi att
In(b) <b—1 &)
for b > 0. Anvénd (1) och riikkneregler for den naturliga logaritmfunktionen

for att visa
b—1

In(b) > 5

for b > 0. [Tips: byt ut b mot b—1.]

Solution:
(a) Att den naturliga logaritmfunktionen ir viixande.
(b) Om b > 0 ir dven b~! > 0 sa vi far byta ut b mot b=1 i (f) for att se

1-b b—1

(b <t -1 = —In(b) < — = In(b) > —

4.
Betrakta funktionen

9(z) =1/z,

som &r definierad for alla icke-noll komplexa tal z, och méngden M av lésningar
z € C till ekvationen
|z — 31| = 2|z|.

Méngden M é&r en cirkel i komplexa planet med medelpunkt —i och radie 2.
Visa att méngden av alla w sddana att w = g(z) och z € M &r en annan
cirkel — en cirkel med medelpunkt —i/3 och radie 2/3.

1Jag har lirt mig att ”justifiera” #r inget ord — jag menar ”rittfirdiga” eller ”motivera”.



Solution: For w = 1/z #r w # 0 och dérfor &r

. . 3|1/(3%) — w] 1 i 2
=3t = 2|z| <= |1/w—3i| =2|1 = S =2 = |z =-.
Jo=3il = 22| = [1/w-3i] =2[1/ul o o= 5 el=3
Ekvationen
) n 2
Zaiwl=Z2
3 3
dr en cirkel i komplexa planet med medelpunkt —i/3 och radie 2/3.
5.
Visa att - -
cos(30) = 4 cos b cos (5 — 9) cos (g + 9)
genom att visa bada led r lika med 4 cos® @ — 3 cos 6.
Solution:
Vi réknar att
cos(36) = cos(f + 260) = cos 6 cos(26) — sin 0 sin(26)
= cosfcos(f + 0) — sinfsin(6 + 0)
= cos f(cos? @ — sin? §) — sin (2 sin § cos 6)
= cos® 0 — 3sin% 0 cosd
= cos® 0 — 3(1 — cos? ) cos 0
=4cos®H — 3cosb
och
4 cos 6 cos (z - 0) cos (E + 9)
3 3
=4cosf (cos (%) cos 0 + sin (g) sin 9) (cos (g) cos ) — sin (g) sin 9)
=4cosf (cos2 (g) cos? § — sin? (g) sin? 9)
1
=4cosl (4 cos? § — = sin® 0>
L o 2
=4cosf 7908 60— —(1—cos“0)
=4cos®f —3cosh
sa T m
cos(30) = 4 cos®  — 3 cos = 4 cos b cos (5 — 9) cos (§ + 9) .
6.
Los ekvationen 77% =4 — 67~ " for x.
Solution: Vi riknar
In(Z
TP =4-61"" <= 1=471"—6 < ! =77 <= In U =In(r") < z = n(3)
4 4 Inm




7.
Betrakta funktionerna sinh: R — R och cosh: R — R som definieras enligt

formlerna

cosh(z) := % och sinh(x) := %

for alla x € R. Visa att

sinh(2z) = 2 cosh(z) sinh(z).

Solution:
Vi raknar

2 cosh(z) sinh(z) = 2(6 +e” L(e —e )
(€ —e)

2
= sinh(2x).




