TATB04/TEN2 Dugga 2, 2021-01-14

Inledande matematisk analys

1.
(a) Los ekvationen tan(1 — z) = /3 for z € R.

(b) Fér vilka z € R giller det att 2cos® x — sinz = 17

Solution:

(a) En 16sning till tan# = /3 &r (fran standard vinklar) § = 7%, s& vi ser att
alla l6sningar &r 6 = £ +n7 (n € Z). Dérfor &r

tan(l — z) = V3 1—x:g+mr (neZ)
= le—g—mr (neZ).
(b) Med hjilp av den trigonometriska ettan ser vi att
1 =2cos’z—sinz <= 1=2(1-sin’2)—sinz <= 2sin’r+sinz—1 = 0.
Om vi tar t = sinx behover vi 16sa
1\* 9 1
20 4+t-1=0+= 2(t+-) — =0 t=——+".
+ (i+3) -5 ;

Alltsa erhaller vi

sinz = -1 < x:fg+27m (neZ)

samt ) ( )
o1 r=7%+2mn (n€Z) eller
ST =g {x:‘r)gr—i—an(nGZ)
Losningarna kan dven sammanfattas enligt z = & + Q’TT” (neZ)

2.
(a) Visa att om n? &r jimnt dér n &r ett heltal da &r n jaimnt.

(b) Visa att 23 &r irrationellt.

Solution:

(a) Det riicker att visa kontrapositionen: ”Om n &r ett udda heltal da dr n3

udda.”
Om n &r ett udda heltal kan det skrivas som n = 2k + 1 for nagot heltal
k. Da &r

nd = (2n +1)% = 8k> + 12k* + 6k + 1 = 2(4k® + 6k* + 3k) + 1,

3

sa n° ar udda.



(b) Vi ger ett motségelsebevis. Anta att 23 #r rationellt. D& kan vi skriva
23 = n/m dir n och m &r hela tal som har inga gemensamma faktorer.
Det medfor att

n\3 3 3
2= (—) = m°2=n
m
sa n3 dr jamnt. Enligt (a) dr n déirfor jamnt sa kan skrivas som n = 2k
for nagot heltal k. Det medfor att

m32 = (2k)° = m32 =8k* — m?® = 2(2k?)

sa m3 dr ocksa jimnt. Enligt (a) medfor det att m dr jimnt och dirmed
har n och m en gemensam faktor (mer precis sagt 2 éir en gemensam faktor
av n och m). Det dr ett motsigelse till antagande att n och m hade inga

ve s o 1 o . .
gemensamma faktorer och darfir maste 25 maste vara irrationellt.

Betrakta funktionen
f(x) _ 2r—6
T x—2

med definitionsméngd D = {z € R: = # 2}.

(a) Visa att det inte finns nagot x € D sadant att f(z) = 2.

(b) Visa att till varje reellt tal y # 2 finns ett « € D sadant att f(z) = y.

Solution:

(a) Vi ger ett motségelsebevis. Vi antar att det finns ett « € D sadant att

flx)y=2:

2r— 6

flz)=2 = 2:2:>2$—6:2x—4:>—6:—4.

Eftersom —6 # —4 har vi rdknat oss fram till ett motségelse och déarfor
kan det inte finnas ett x € D sadant att f(z) = 2.

(b) Vi betraktar ett y # 2 och ridknar att

% — 6 6—2
m_2 =y & 20-6=ay—2y < 2(2-y)=6-2y < x= 2_y2/_

flz)=y

sa x = (6 —2y)/(2 —y) ar sadant att f(z) =y och utdver det dr samma
x ett element i D eftersom
6 — 2y

2::10:2 = 4—-2y=6—-—2y = 4=6.
-y

4.
Anviand trigonometriska likheterna

cos(6 + @) = cos f cos p — sin O sin p,
sin(f + ) = sinf cos ¢ + cosfsin g



och
sin?6 + cos?0 =1

(0,9 € R) for att visa
cos(36) = cos (1 — 4sin? )

och
sin(26) = 2sin 0 cos §

for alla 0 € R.

Solution:
Man kan rédkna ut att
cos(30) = cos(20 + 6) = cos(20) cos § — sin(26) sin 6
= cos(f + 6) cos 6 — sin(f + ) sin 6
= (cosf cosf — sin fsin f) cos § — (sin @ cos O + cos O sin ) sin §
= cos® § — 3cosfsin? § = cos f(cos? § — 3 cos O sin? 6)
= cosf(1 — 4sin?h).
Och dérfor ar
cos(36) = cos B(1 — 4sin® )
for alla 6 € R.
Vi kan ocksa rdkna ut att

sin(20) = sin(0 + 0) = sinf cos + cos O sin§ = 2sin § cos §

for alla 0 € R.

5.

(a) Visa att sin(26) = cos(36) om 6 =

s
10°
s

(b) Med hjdlp av (a) och resultaten i uppgift 4 visa att 0 = {5

till

ar en losning
2sinf =1 — 4sin? .

(¢) Med hjilp av ekvationen i (b) visa att

sin (11()) - \/54_1

Solution:

(a) Vi vet att sin¢ = cos(§ — ¢) for alla ¢ € R sa

an (7Y —cos (T 20\ — eos (2
M 10) T 27 10) T (10

sa om vi tar § = 7/10 far vi att sin(20) = cos(36).



(b) For 0 = {5 ar

25in 6 cos = sin(260) = cos(360) = cos H(1 — 4sin? 0)
T +

upp. 4 (a) upp. 4

och darfor &r
2sinf =1 —4sin* 6
eftersom cos(w/10) > 0 sa cos @ kan strykas.

(c) Vilater ¢t =sin(J5) och loser 4¢ + 2t — 1 = 0:

_—-1+45

1 2
4t2+2t—1:0<:>4(t+> —%:O<:>t 1

4

Eftersom sin(7/10) > 0 forkastar vi 16sningen ¢ = (—1—+/5)/4 och far att

10

sin(w> V51

T

. Hitta alla 16sningar 2 € C till |2]2 — 22 — 3+ 2i = 0.
Solution:
Vi skriver z = 2 + iy (z,y € R) s&
|22 =22 +y* och 22 =2%—y*+ 2yi
och

|22 =22 —=3+2i=0 < (*+y*) — (2® —y* +22yi) —3+2i=0

PN 292 —-3=0 och
—2zy+2=0

Forsta ekvationen séger att y = 4/3/2 och sen den andra séger att © = £./2/3
med samma tecken. Darfor dr 16sningarna z = + (\/2/3 + i\/3/2).

7.
I vart grupparbete i lektionerna definierade vi en funktion

Log(z) :=In|z| + i Arg(z)

for nollskilda z € C dér In &r den naturliga logaritmfunktionen och Arg(z) ar
principalargumentet av z. Visa att

Log(zw) = Log(z) + Log(w)

for z,w € C sadana att Arg(z), Arg(w) € (—7/2,7/2].



Solution:

For att forenkla berikningarna skriver vi talen i polarférm: z = re’ och
w = se'® dir 7,5 > 0 och 0,¢ € (—m/2,7/2]. Vi beriiknar att zw = re'?se’® =
rse’%+9) & |zw| = rs och eftersom 0 + ¢ € (—x, 7] dr Arg(zw) = 0 + ¢.

Log(zw) = In |zw| + @ Arg(zw) = In(rs) + (6 + ¢)
=Inr+Ins+if+i¢p
= (Inr+i6)+ (Ins +i¢p)
= (In|z| + i Arg(z)) + (In |w| + i Arg(w))
= Log(z) + Log(w)




