TATB04/TEN2 Dugga 2, 2023-01-12

Inledande matematisk analys

Betrakta funktionen

(a)
(b)

(©)

@)= s

Visa att det inte finns nagot tal z sadant att f(z) = 1.

Visa att det till varje y € R finns hogst en losning x till ekvationen

y = f().
For vilka y finns det exakt en 16sning x till y = f(x)?

Solution:

(a)

Vi ger ett motségelsebevis. Vi antar att det finns ett  sadant att f(z) = 1:

-3 -3
z+3 T+ 3

Eftersom —3 # 3 har vi riknat oss fram till ett motségelse och darfér kan
det inte finnas ett x sadant att f(x) = 1.

Eftersom kvadratrot ger endast icke-negativa tal kan det inte finnas nagon
16sning alls for y < 0. Det finns inte heller nagon 16sning nér y = 1. Vi
kan dérfor rdkna med y > 0 och y # 1 att

z—3 -3 9 9
flz) =y 33 =Y et Al yo(z +3)
3 + 312
2x(1—y2)=3+3y22m=7+y2,
1 1—y
1—y2 #£0
sax = 31+_3;,:22 dr den enda mojliga 16sning i fallet y > 0 och y # 1.

Sammanfattningsvis finns det for varje givet y € R hogst en 16sning « till

flx)=y.

Vi har redan visat att det inte finns nagon 16sning om y < 0 eller y = 1.
For icke-negativa y # 1 kan vi rikna att

:¢@mﬁ—w—w: 6 _

sa det finns en 16sning  ndr y > 0 och y # 1. (Och i sa fall vet vi att

3+3y>
+y)

16sningen &r x = jEyeal




(a)

(b)

Lat n vara ett heltal. Visa att

n? #r jaimnt delbart med 5 om och endast om (%)
n ar jamnt delbart med 5.

Varfor fungerar inte ditt bevis i (a) om vi i bada instanser i (x) byter ut
7jamnt delbart med 5”7 mot ”jimnt delbart med 477

Solution:

(a)

Forst betraktar vi ett heltal n som &r delbart med 5, sa vi kan skriva
n = bk for nagot k € Z. Darfor ar

n? = (5k)? = 5(5k%)

och dirfor #r sven n? delbart med 5 eftersom 5k2 € Z.
For att visa att n dr delbart med 5 om n? #r delbart med 5, bevisar vi
kontrapositionen:

Om n inte ar delbart 5 &r n2 inte heller delbart med 5.

Darfor antar vi att n = bk +r dédr k € Z och r = 1,2,3 eller 4. Vi kan
berdkna att
n? = (5k 4+ 7)% = 5(5k? + 2kr) + 12

Tydligen &r 5(5k2 + 2kr) delbart med 5, men 72 = 1,4,9 eller 16, sa aldrig
#r delbart med 5. Dérfor dr summan, det vill siga n2, inte delbart med 5.

Man kan bevisa att n? #r delbart med 4 om n #r delbart med 4, implika-
tionen at andra hallet &r falsk (t.ex. n = 2). Man kan skriva n = 4k + r
dér k € Z och r = 1,2 eller 3, och rédkna

n? = (4k +r)? = 4(4k> 4 2kr) + r?

Aterigen dr 4(4k? + 2kr) delbart med 4, men 72 = 1,4 eller 9, sa r? kan
vara delbart med 4.

Kom ihag att e > 1+ x for alla x € R. Betrakta implikationen
e*>1+x = In(e®) > In(l+x) )

som giller sa linge © > —1 (och dédrmed &r In(1 + z) definierad). Vil-
ken egenskap hos den naturliga logaritmfunktionen behover vi for att
rattfardiga implikationen?

Om vi séitter z = b — 1 i slutsatsen av (}) ser vi att
In(b) <b—1 &3]

for b > 0. Anvénd (I) och rikneregler for den naturliga logaritmfunktionen

for att visa
b—1

In(d) > 5

for b > 0. [Tips: byt ut b mot b1



Solution:
(a) Att den naturliga logaritmfunktionen &r vixande.
(b) Om b > 0 ir dven b~! > 0 s& vi far byta ut b mot b=1 i (f) for att se

(b <b ' -1 = —In() < 1T7b — In(b) > b*Tl

4.

(a) Betrakta ekvationen
|z — 31| = 2|z|.

dar z € C.

Visa att l6sningarna z bildar en cirkel i det komplexa planet. Ange cirkelns
medelpunkt och radie.

(b) Hitta en o > 0 sa att losningarna z till
|z — 4i| = a|z — 4]

bilder en rakt linje som gar igenom punkten 2 + 27 i det komplexa planet.
Vad é&r lutningen av linjen?

Solution:

(a) Visitter z = x + iy och réknar att

|z — 3i| =2|z] <= |z + (y — 3)i| = 2|z + iy|
Va2 +(y =32 =2a? +42
22+ (y — 3)% = da® 4 49?

22 4+ y% — 6y + 9 = 42 + 49°
0=32%+3y*>+6y—9
0=3z2+3(y+1)>—12
0=2a2?+(y+1)> -4
4=a+(y+1)?

rreeree

och sista ekvationen &r ekvationen for en cirkel med medelpunkt —i och
radie 2.

(b) Vi ldrde oss i kursen att om o = 1 har vi en rakt linje, sa vi testar a = 1
i ekvationen. Igen sétter vi z = x 4 1y och rédknar att
|z —4di| =]z —4] = |Jz+ily—4)| = |(z —4) +iy|
= VPG = P
= P+ (y -9 = (= -9
— 22 +y? —8y+16 = z° — 8z + 16 + />
= y=2.




Darfor ser vi att
|z —4i| = |z — 4]

bilder den raka linjen y = x och det gar ju igenom punkten z = y = 2
som dr 2 + 2i i det komplexa planet. Lutningen &r 1.

5. Observera att 30 = 7 — 20 for § = 7/5, sa
sin(30) = sin(w — 26).
(a) Bekrifta med hjilp av additionsformeln att
sin(m — @) =sin(f) for alla 6 € R.
Dra slutsatsen att sin(36) = sin(26) for § = /5.

(b) Med hjilp av resultatet fran del (a), additionsformelerna och trigonomet-
riska ettan visa att

3sinf — 4sin® 0 = 2sinf cos f
for 0 = /5.
(¢) Med hjilp av resultatet fran del (b) visa att
4cos?f —2cosf —1=0
nér 0 = /5.

Solution:
(a) Vi réknar att
sin(m — @) = sinmcosf — cosmsind =0 — (—1)sinf = sin ¥,
sa for § = /5 &r
sin(30) = sin(m — 26) = sin(26).
(b) Vi kan rikna att
sin(36) = sin(f + 260) = sin 6 cos(20) + cos 0 sin(26)

= sin f cos(6 + 0) + cos O sin( + 0)
= sin f(cos? @ — sin? ) + 2 cos fsin A cos 6
= 3sinfcos? @ — sin® 9
= 3sin (1 — sin® §) — sin® 0

= 3sinf — 4sin® 6

och
sin(20) = sin(f 4 0) = sinf cosf + cosOsinf = 2sind cos 6.
Darfor ar
3sinf — 4sin® § = sin(30) = sin(20) = 2sind cos .
for 0 = /5.



(c¢) Eftersom 0 < 7/5 < 7 &r sin(w/5) # 0, dérfor kan vi delar ekvationen i
del ((b)) med sin(7/5):

3 —4sin? 0 = 2 cos 6.
néir 0 = w/5. Med hjilp av trigonometriska ettan ser vi att
2cos0 =3 —4sin?0 =3 — 4(1 — cos? ) = —1 4 4cos* 0

nér 6 = /5.

6.
(a) Los ekvationen 42% — 2z — 1 =0 for .

(b) Med hjélp av (c) fran uppgift 5 visa att

™ V5
COS (7) = 1+4 5

Solution:

(a) Vi kvadratkompletterar for att se

2 2
1 1 1 5
=47 —2x—1=14 ——-] —=—-1=4 B [ ——
0 T T (a: 4) 1 (sc 4) 1

1++5
TR

sa

xr =
ar bada losningarna till ekvationen.

(b) Om vi sétter x = cos(m/5) ser vi fran uppgift 5 att = 16ser ekvationen
0 = 422 — 2z — 1. Men eftersom 0 < /5 < 7/2 ir cos(n/5) > 0, sa

COS(W) _ 1++5

5 4

eftersom (1 —+/5)/4 < 0.

Finn alla l6sningar z € C till ekvationen

25 -934+8=0.

Solution:
Vi kvadratkompletterar:

2 2
26923+8<39> +881<z39> —g.



Sa

( 9\% 49 . 9\% 49
6_1 3 — 3 _ 7 _ J— 3_ 2 = —
z 02°4+9=0 < |z 5 1 0 < |z 5 1

9 /
<= 23—§::|: 4%9 <« 23 =1 eller 8.

Nu forsoker vi hitta alla 16sningar till 23 = 1. Vi letar efter z = re® for r > 0
och @ € R och skriver 1 = e2*™ for k € Z.
Sedan &r
r3e3i0 = (reif)3 = 8 = 1 = (2kmi

sé& r® =1 och 30 = 2km. Dérfor &r r = 1 och 6 = 2kw/3 for k € Z. Det ledar till

l6sningarna

1 V3 V3

) ) 1
0 27i/3 . 4ri/3 .
=1 -4+ X= - - _ Y5
e , € + i och e i

For att 1oser 22 = 8 gor vi en liknande analys. Vi letar efter z = re®? for
r > 0 och 6 € R och skriver 8 = 8¢2¥™ for k € Z.
Sedan ér
P339 — (rei0)3 — 23 — 8 — g2k

s& 3 = 8 och 30 = 2kw. Déarfor dr r = /8 = 2 och 6 = 2kw /3 for k € Z. Det
ledar till 16sningarna

2" =2, 2e*™/3 = _14V3i och 243 =_1— /3.

Sammanfattningsvis har vi visat att det finns sex olika l6sningar.




