TATB04/TEN2 Dugga 2, 2024-01-11
Inledande matematisk analys

1. Richard Feynmann var ett nobelpristagare i fysik. Under hans barndom
lirde han sig foljande trigonometrisk likhet fran en annan pojke som hette

Morrie Jacobs:
COS (z) COS QI COS 4£ = 1
9 9 9 ) 8§

Darfor heter likheten Morries lag.

(a) Med hjilp av additionsformler eller dubbelvinkel formler visa att

nip _ Sin(2"0)
COS(Q 9)—m

2" 4

™

for n € Z och vinklar 6 sadant att

¢ Z.

(b) Anvind resultatet fran (a) (tre ganger) for att bevisa Morries lag.

Solution:
(a) Fran additionsformeln for sinus vet vi att

sin(2"6) = sin(2(2" 710 + 2"710)) = sin(2"'0) cos(2"10) + cos(2"16) sin(2"10)
= 2cos(2"710) sin(2"710)

sa in(276)
sin(2"
2" ) = ——
cos(2"76) = 5 n1g)
. 1 . ) 2"19
om sin(2"716) # 0. Detta villkor &r uppfyllt om A
T

(b) Likheten fran (a) i fallet 8 = 7/9 och n = 1,2 och 3 ger oss att

. 27 : 4m
cos (2) = 22L8) oo (277) _ ()

9/ 2sin (g) 9 2sin (?ﬂ)
A7 B sin (%’T
COS (9) = M

Sa om vi multiplicerar de ihop far vi att

s (2o (2 o (1) - B2LE) sn85) sinC3) s (),

9 9 9 ) 2sin(Z) 2sin

men eftersom sin (




2. Ge ett bevis av Bernoullis olikhet:
lI+2)">14nz

for © > —1 och n € Z,. Notera tydligt ddr du anvénder dig av antagandet
x> —1.

Solution: Vi ger ett induktionsbevis. Forst kontrollerar vi att
l1+2)"=1+=x

och
l+nrz=1+z

nir n = 1, sa basfallet &r bevisat.
Om vi antar att Bernoullis olikhet &r sant for nagot n € Z kan vi berdkna
att

A+2)""=0+2)"1+2)> A +nz)(1+2)=1+ 0+ Dz +nz®> 1+ (n+ 1)z,

—1

v,

det vill sdga vi kan hérleda Bernoullis olikhet dér n utbyts mot n + 1.
Enligt induktionsprincipen &r Bernoullis olikhet bevisat for alla n € Z, .

3. Visa att

sin 6 sin (% _ 9) sin (g N 9) _ sinf&)
for alla 6 € R.

Solution: Med hjélp av additionsformler och den trigonometriska ettan kan vi

rakna att
sin (g) cos f — sin (g) sin 0) (sin (g) cos 6 + cos (g) sin 9)
sin? (g) cos? 0 — sin® (g) sin? 9)

1
cos? 6 — 1 sin? 9)

sin @ sin (Z - 9) sin (E + 9) =sin6
3 3

VS

=sin6

VS

=sin6

=sin6

7~ N 7N
o |

(1- sin? 6) — i sin? 9)

—~

3 — 4sin? 9)
4

sin 0

och

sin(30) = sin(0 + 26)
= sin 0 cos(26) + cos 0 sin(26)
= gin 6 cos(0 + 0) + cos 6 sin(6 + 0)
= sinf (cos cos — sinfsin @) + cos O (sin 6 cos O + cos fsin 6)
= 3sinfcos? § — sin® 0
=sinf (3 —4sind).



Darfor ar

sin 6 sin (g — 0) sin (g + 9) = sini?;@)'

4. Betrakta funktionen sinh: R — R som &r definierad med hjéilp av den
naturliga exponentialfunktionen enligt formeln

exp() — exp(—a)
2

sinh x =

for alla x € R. Med hjilp av de olikheterna du kénner till for exponential-
funktionen visa att

2 + 2z
inhz >
sinhz > 5t 2
for x > —1.
Solution: Fran sats 6.5 vet vi att
exp(z) > 14z (1)

for alla € R. Vi vet ocksé fran sats 6.5 att exp(z) < 1= for x < 1, darfor &r

1
14z

(2)

exp(—z) <
for £ > —1. Alternativt, om vi inte kommer ihag att exp(x) < ﬁ, kan vi rikna
utifran (1) att

! (£)>1+2 = exp(—z) < —
—— =exp(z x exp(—z
exp(—x) TP = P T 14z

sa linge x + 1 > 0.

Med hjélp av (1) och (2) ser vi att

exp(x) — exp(—x)

sinhx =

2
>(1+x)—1+%
- 2
(42 -1 2 +2
o 2(14z) 2+ 2

for x > —1.

5. Utifran det du vet om den naturliga exponentialfunktionen visa att funk-
tionen sinh: R — R som é&r definierad i uppgift 4 &r bijektiv. Ge den inversa
funktionen.

Solution: For att visa sinh ar bijektiv vill vi fér varje y € R visa att

sinhx =y



har en entydig l6sning x. Vi rdknar att

exp(z) — exp(=7)
2
= exp(z)? — 2yexp(z) —1=0

sinhz =y <~ =y < exp(z) —exp(—z) —2y =0

— (exp(x) —y)’ —1—-y" =0
= (exp(z) —y)* = 1+
< exp(z) —y=+1+y?
<~ exp(z) =y 1+y?

Dérfor &r sinhz = y ekvivalent med att exp(x) = y + /1 + 32 eller exp(z) =
y—+/14+y2
Eftersom /1 + y2 > |y| dr

y—V1+y?<y—ly/ <0 och y+1+y2>y+|y[>0

for varje y € R. Detta (tillsammans med att exp: R — [0,00) &r bijektiv)
innebér att det inte finns nagot x sadant att exp(x) = y—+/1 + y? men exp(z) =

y + /1 + y? dr ekvivalent med z = In (y + 1+ y2>. Diérfor ar

sinhz =y < len(y+\/1+y2).

for varje y € R och sinh dr bijektiv. Fran vara berdkningar ser vi att

sinh™(z) = In (9: +V1i+ 1:2>

for z € R.
6.
2 1
(a) Hitta alla losningar w € C till w? = —%.
2v/5—1
(b) Hitta alla 16sningar w € C till w? = %
1-5

¢) Visa att alla losningar z € C till 22 + ———2z +1 =0 &r
2

\/5—1ii 2v/5 + 10
4 4 ‘

Solution:

(a) Eftersom viletar efter komplexa losningar sétter vi w = u+iv dér u,v € R.
Ekvationen &r da ekvivalent med systemet

2 .2 _ _ 2v/5+10.
U v = T
2uv = 0.



Losningarna till systemet &r

{v = :I:iﬂ\fJrlO och

u=>0

\/2v/5+10

sa l6sningarna dr z = £i~=—7

(b) Med substitutionen w = u+iv déir u,v € R ér ekvationen ekvivalent med
systemet
2 2 _ 2v65-10.
L T
2uv = 0.
Losningarna till systemet &r
{U — V1025

u=0

1/10—-2v5
=

sa losningarna dr z = +i
(¢) Vi kvadratkompletterar ekvationen for att se

2
-5 1-5 +10+2\/5
2 4 6

0:z2—|—1 z—|—1:<z+

Dirfor om vi jamfor ekvationen med den i del (a) ser vi att

1-+5 AV2vV5+10
Z+ E==) 1

4

och dérmed &r l6sningarna

‘/5_111' 25+ 10
4 4

7. Vi kan enkelt 1osa ekvationen
2 —1=0

for z i poldr form och far att losningarna ar

) 2k 2k
2 = e2FTi/5 — (og <57r) + i sin <57r)
for k = —2,-1,0,1, och 2.

(a) Skissa en bild av de givna lésningarna z i den komplexa planet.

(b) Férenkla

(z—1) <22+ 1_2\/5;2—1—1) <22+1+2\/5z+1>.



(c) Med hjilp av losningarna fran uppgift 6(c) rikna ut

2 . 2
cos | — och sin|—|.

Motivera noggrant ditt svar!

Solution:
0
o
a s
0
O
(a) Héir dr en skiss.

(b) Vi riknar

(2—1)< +1>< 5z+1>

:(z—l)<z4+<1_ +1+\[> (1—!—1—1—(1_2\/5) <1+2\/5>>z2
(0

=(z-1) (" +22+22+2+1)

:(z5+z + 23 4 22 —l—z)—(z + 23 4 22 +z+1)
=2°-1

a

(c¢) Enligt del (b) ser vi att vi kan vi skriva om

0=2"-1=(2-1) <22+1\/52+1> <22+1+\/52+1).

2 2

Dérfor dr de tva l6sningarna i uppgift 6(c) ocksa losningar till 25 — 1 =
0 och dédrmed tva av de fem som ges i borjan av den hir uppgiften.
Losningarna i uppgift 6(c) har positiva realdelar, sa kan endast vara cos (2’”)4—
1sin (272”) med k = —1,0 eller 1 for att de andra har icke-positiva real-
delar. Utover det &r den imaginirdel av den ena l6sningen i uppgift 6(c)

den negativa av den andra, darfér kan de losningar inte komma fran fallet
k = 0. Darfor maste
2m V5 —1
cos | — | =
5 4

och aven cos (—%’T) = \/5 . Vi vet att bln( ?“) < 0 och sin (2?“) > 0,

Sa
(27 2v/5 4+ 10
sin| — | = ———
5 4
samt &ven sin (—%’T) = —w.






