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1. (a) Kvadratkomplettering av uttrycket visar att
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sa storsta virdet blir 5 (vilket erhalls da o = Z)

(b) Summan dr geometrisk med kvoten 7% och 104 termer. Saledes blir
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(¢) Summanden visar symmetri och vinklarna T + T ofor ko= 0,1,2,3,4,5 ligger

jamnt fordelade pa enhetscirkeln sa att sinusviardena har parvis motsatt tecken
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2. (a) Direkt ur enhetscirkeln ser vi att
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darn € Z.

(b)

Lat v = arctan 10. Vi borjar med

att konstatera att 0 < v < g

Eftersom vinkeln v ligger i forsta V101
kvadranten, sa kan vi direkt ur en

hjalptriangel erhalla att
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(¢) Vi”nystar” upp vinkeln och utnyttjar att sinus ér periodisk sin(t+27k) = sint, k € Z,
samt spegelsymmetrisk sin(r — t) = sint:

) . AT . . 5t . i 51
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. For att logaritmerna ska vara definierade kravs att 7 —x > 0 och (z — 1)(z — 3) > 0. Det
sista villkoret kan vi se &r uppfyllt precis da z < 1 eller da = > 3 till exempel genom
foljande teckentabell.
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r—1 - 0 + +
x—3 — - 0 +
(—=1)(z-3) |+ 0 — 0 +

Om nagot av dessa villkor &r uppfyllda (z < 7 samt = < 1 eller x > 3) géller att

n(7—2)<In((z—-1)(x-3)) & T7T-2<(z-1)x-3) & 2°-3r-4>0
& (r+1)(x—4) =0,

dér vi utnyttjat att In dr strangt vixande. En teckentabell visar nér (z + 1)(z —4) > 0,

—1 4
r+1 - 0 + +
r—4 — - 0 +
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det vill séiga precis ndr x < —1 eller z > 4.

Vi skissar de tre kraven pa tallinjer for att se nér alla tre &r uppfyllda.




Vi ser har att endera maste r < —leller4 <z < 7.

Svar: z < —leller4 <z <7.
. Genom att tillampa additionsformeln fér sinus ser vi att
Csin(t + ) = C (sintcosa + costsina) .
Alltsa soker vi C' och « sa att
C (sintcosa + costsina) = —2sint + 2 cost.
Genom att, till exempel, sétta t = 7 och ¢ = 0, erhaller vi att

Ccosa = —2,
Csina = 2.

Genom att kvadrera och addera ekvationerna ser vi att
C?cos®a+ C?sina = (—2)*+2°=8 & (C*=38.
Vi séker ett positivt virde pa C sa C' = v/8 = 2v/2 duger. Genom att sitta in C' = 2v/2
i (%) ser vi att
cosq = ——— = ———
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For ekvationssystemet ovan finns som bekant odndligt manga lésningar, men for oss récker

sino =

™
det att hitta en. Till exempel a = T fungerar. Vi har nu visat att

3
—92sint + 2cost = 2v/2sin (t+ IW) , teR.
Vi kan nu utnyttja detta for att 16sa den efterfragade ekvationen (med t = 3z):
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. Vi borjar med att reda ut storsta mdjliga definitionsméngd Dy for f. Vi vet att Int endast
ar definierad da ¢ > 0, sa vi maste kriva att
e’ —2

>0
1—e®

Vi gor ett teckenschema for det funna uttrycket.



0 In2
et —2 | — — 0 +
I—e" |+ 0 - -
er —2
- 2 0o —
1—e® S

Vi ser ur tabellen att uttrycket dr positivt precis da 0 < z < In2. Alltsa blir Dy =]0, In2].

Inversen finner vi genom att 16sa ut x ur sambandet y = f(z). Lat x € Dy. Da giller att

et —2 et —2
= & =1 & el =
y = [f(z) y=l—7 ¢/ =1
v+ 2
& (l+e)=e"+2 < o=
e¥+1
eY + 2
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Svar: D; =|0, In2[ och f~!(y) =1 .
var: Dy =|0, In2[ och f~(y) n1+ey

6. (a) Viser att z = 1 gor att bade vénster- och hogerled blir 0, sa z — 1 maste vara en
faktor i vansterledet. Vi faktoriserar ut z — 1 ur bada sidor (polynomdivision) och
finner att

(z —1)(42% + 82 + 15) = 8iz(z — 1).

Om z # 1 sa maste alltsa

15 15
422+ 82 +15 =8iz & z2+2(1—@')z+z:0 & (z—}-(l—z’))z—i—Qi—i—Z:O.
Lat w =z +1 —1. Vi loser 5

w2:—z—2i, (i)

genom att lata w = a + bi, a,b € R. Detta leder till att
2 2 2 2 - 15 .
w*=(a+bi) =a"—b —|—22ab:—z—22.

Likhet géller precis da real- respektive imagindrdelarna av ekvationen ér lika, sa

och

Observera éven att (i) medfor att

|15y vEEE 7
] 4 4 4
och eftersom |w?| = |w|* = a® + b? vet vi nu att
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a’+ b= —. (iv)
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Genom att addera ekvation (ii) och ekvation (iv) ser vi att

1 1
20 = = =4,
=5 & a 5
Om a = 1/2 blir b = —2 och om a = —1/2 blir b = 2 (enligt ekvation (iii)). Vi har
alltsa losningarna
1
w:§—2i och w:—§+2i

till ekvation (i). Eftersom z = w — 1 4 ¢ foljer det att
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samt z = 1 ar losningarna till den ursprungliga ekvationen.

(b) Enligt definition s #r " = cosx + isinx for x € R. Da kommer
T

e " = cos(—x) + isin(—z) = cosx — isinz.

Addition och subtraktion av dessa tva ekvationer leder till

e+ e =2cosxr & cosx = —
och , ,
) ] el _ ol
et —e ™ =2sinz & sinz= y
21
1 . .
Svar: (a) z =1, z = 5~ h =g+ 3i  (b) se ovan.

. Vi later t = e” for x € R. Da kan ekvationen skrivas
6arctane” +In27 =7 —6x <« OGarctant+6lnt =7 —1In27
& arctant+Inf= " — 213 = arctan —= + In —
arctan nt=—-——-In3 =arctan — +1In —.
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Eftersom vénsterledet i den sista ekvationen bestar av en stréangt vixande funktion

(bade arctant och Int ar strangt vixande for ¢t > 0) kan det hogst finnas ett ¢ som gor
att vénsterledet precis blir den konstant som star i hogerledet. Genom identifikation
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16sningen z = In — = —5 In 3.
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1
Svar: © = —5 In 3 &r enda l6sningen.

ser vi att t = l6ser ekvationen. Saledes har den ursprungliga ekvationen endast



