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1. (a) Vi sorterar termerna och faktoriserar:

x - x r(x+1)—2(xz—-1) 2x 50
r—1" x+1 (z—D(x+1)  (z—=1(z+1) '
En teckentabell:
—1 0 1
z+1 - 0 + + +
T — - 0 + +
r—1 — - — +
2
- 2 0o - 2
G+ D@—1) ~ st

Vi ser i tabellen att uttrycket &r positivt precis da —1 < x < 0 eller x > 1.

(b) Polynomdivisionen

1
x3 — 1 |222+z+1
1 1
_ 3 Z 2 -
(x®  + 5 % + Qx)
1 1
- -2 - -z — 1
2 2
1 1 1
_ _ 52 il _ =
(= g 1" 7
1 3
—_— _m J— —
4 4
visar att
8 — 1 11 tz+3

2 t+r+1 27 4 22taz+1

(c) Talet z = v/a (dér a > 0) definieras som den icke-negativa lésningen till 2% = a:
r=+va < z*=a, z>0.

1 1 1
Svar: (a) -1 <z <Oellerz>1 (b)p(zx) = 3% 71 och ¢q(z) = ~1
ovan.

2. (a) Genom att dela upp summan i tva delar dér £ < 0 eller £ > 0 och indexera om den
negativa delen ser vi att de flesta termerna tar ut varandra parvis, sa att

26

27 0 27 27 26 27
N =D B> =) (kP> ==K+ k=27
k=1 k=1 k=0 k=1

k=—26 k=—26 k=0
Den andra summan ar geometrisk, sa

i N 354_1_328_3—26
B 3—-1 2

k=-26




(b) Vi forenklar enligt

) 1 .
% (22' + —)‘ = |e*|
1+

328 o 3—26 \/g
S (0) Y2

2i(1+4d)+1] [2i—1 V5
1+i | [1+i V2

Svar: (a) 27° respektive

3. (a) Lat t = 3. Da géller att
6-33%145.9°=3"" o 283452 =3t & 2834+5t2-3t=0

s 0=t t2+§t—§ —t t+§ Q_Q
- 2 2/ 4 16
1

1
sat=0, —3, 3 ar nollstéllena. Endast

Sl a1 2
3 9 T s

ger en l6sning, eftersom ¢ = 3* > 0 for alla reella z.

(b) For att ekvationen ska vara definierad maste Inz > 0 och x > 0, sa « > 1 &r
nodvandigt. Om z > 1 géller att

1 1 1
vlnwzlnﬁ:§lnx & lnx:Z(lnm)2 & lnx-<zllna:—1>:0

< Inz=0eller lInx =4

&  z=1eller x = e,

1
dér forsta ekvivalensen foljer av att 3 Inz >0 for x > 1.

In2 4
Svar: (a) z = 3 (b) x =1 eller z = e”.

4. (a) Viser att

1 — cosbx

sin? 3z cos hr = ( 5

1 1
) coshx = 50055:1: — §COS6£IZ' - oS Hx.

En Euler-omskrivning visar att

ei6a: + e—iﬁw 67j5x + e—i5ac
cos 6x - cosbhr =
2 2
1
4
1

— (6111z +eza} +€—zac +€—111x>

=3 (cos 11z + cosz),

sa
sin? 3z cos bz = 5 cos Sx — 1 (cos 11z + cosx).

Man kan forstas anvinda Eulers formler direkt pa ursprungsuttrycket ocksa.
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(b) Eftersom

sin | arccos —§ = 4/1 — cos? [ arccos —§ = 1_3—£
1)) 1)) 16 4

med positivt tecken ty 0 < arccost < m, sa foljer det att

() -

VT

1
Svar: (a) 5 cos bx — 1 (cos 11z + cosx) (b) 5

. Vi soker de z € C sa att
2T =T7-Ti.

Det komplexa talet 7 — 7i ligger i fjarde kvadranten och kan skrivas
T—Ti =98¢ = T\/2e7 /4,

Lat nu z = re®, diir r > 0 och ¢ € R. D4 maste

7
A A =TV2, r>0
27 _ ,',,76174,0 _ 7\/§e—z7r/4 o r \/_7 r=u, (1)
T =—7m/4+2mn, n € Z.
2
Detta visar att r = (7v/2)"/7 och ¢ = —% + g, n e Z.

Vara l6sningar blir nu
2= (TV2)VTeC5+57) 5 =0,1,2,3,4,5,6.

Hér har vi valt att endast numrera de 16sningar

som #r unika (ndr n = 7 far vi samma l6sning Re
som nér n = 0 etc). Observera dock att for ek-
vivalensen i ekvation (1) maste vi ha n € Z
godtycklig.
Svar: z = (7\/5)1/7 ei(*%#%ﬂ), n=20,1,23,4,5,6.
. Vi borjar med att reda ut storsta mojliga definitionsméangd. For att arccos T 2 ckavara
x
definierad maste )
1<t <
x

Vidare maste

r—1 2T r—1 1 z—1
21 — 3 arccos >0 < ?zarccos & —§§ )

T i

Saledes maste

w



géalla. Vi ser direkt att

r—1 1
T T

Den andra olikheten kan skrivas om enligt

1 _z-1 Sr—-1 3z —2
< = & >
2 T T z

sa vi staller upp en teckentabell.

2
0 z
3
x - 0 + +
3r—2 | — - 0 +
3r —2
xx + B - 0 +

Alltsa maste = < 0 eller x > 2/3. Men vi sag ovan att x > 0 dr nédvandigt, sa defini-

2
tionsméngden Dy ges saledes av x > 3 For x € Dy géller att

-1 -1
Yy = \/27r — Jarccos (x_) = 1? = 27 — 3arccos (x )
x x

r—1\ 271 —y?
x N 3

1 o0 — 12
:>1——:cos(7r y>‘
T 3

Vi 16ser ut x ur den sista likheten och ser att

<> arccos <

1
v 2r—y? )
1 —cos (T)
: . . . . . . . 1 1
Vi finner hogst en 16sning for varje y, vilket innebér att [~ (y) = I
1 — cos < = )

2 1 o — 2\ \ "
Svar: Dy = {5’ oo[samt f(y) = (1—cos< 3 )> :

. Additionsformeln fér tangens visar att

tan { arctan bte + arctan atc — %"'GTJFC _(b+0)b+(a+c)a
a b 1 teate T gh— (b+c)(a+c)

a

a?+ b +bc+ac  F+betac
be+ac+c2  betac+c?

)

ddr vi utnyttjat att a® + v* = ¢? eftersom talen dr lingderna pa sidorna i en ritvinklig
triangel. Vi vet att

tanv=—-1 <& wv=——+4+nm, newl,



vilket innebéar att

b+c a+c T
arctan -+ arctan = ——+4nm
a b 4

for nagot tal n € Z. Da a,b,¢ > 0 &r (b+ ¢)/a > 0 och (a + ¢)/b > 0 vilket ger att

0 < arctan (b+ C) < g och 0 < arctan (GZC) <

a
b—l—c) (a+c)
+ arctan | —— | < T,
a b

vilket gor att n = 1 4r enda mdojligheten. Alltsa har vi visat att
(b + c) (a + c) 3
arctan | —— | + arctan = —.

a b 4

Alternativ 2. Vi kan &dven finna detta resultat helt geometriskt. Betrakta figuren nedan
dér vi skapar tva likbenta trianglar.

DX

Adderar vi dessa olikheter fas

0 < arctan (

Det foljer ur denna figur att

ata+rT—-pF=1 & a=

™

d+o+m—vy=1m < 5:%.



Vidare maste

sa

a—+c
arctan <

T
tyﬁ+7:§.

b+c a+c 3T
Svar: arctan [ —— | + arctan = —.
a

b

o + v = arctan (CLTH) och ¢+ g = arctan (

_|_

o |

b
>+arctan (%) =a+0+v+8=

rO |2

S

a

b+c)



