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1. (a) L̊at p(x) = −17− (x− 3)2 = −x2 + 6x− 26. Fr̊an den kvadratkompletterade formen
ser vi att p(x) ≤ −17 för alla x ∈ R och att p(3) = −17.

(b) Vi förlänger med konjugaten och ser att

1

2 + 3i
+

i

2i− 3
=

2− 3i

13
+
i(−2i− 3)

13
=

4− 6i

13
,

s̊a imaginärdelen ges s̊aledes av − 6

13
.

(c) Vi sorterar termerna och faktoriserar:

1

x
> x ⇔ 0 <

1

x
− x =

1− x2

x
=

(1− x)(1 + x)

x
= −(x− 1)(x+ 1)

x

⇔ (x− 1)(x+ 1)

x
< 0.

En teckentabell:

−1 0 1
x+ 1 − 0 + + +
x − − 0 + +

x− 1 − − − 0 +

(x− 1)(x+ 1)

x
− 0 + A − 0 +

Vi ser i tabellen att uttrycket är negativt precis d̊a x < −1 eller 0 < x < 1.

Svar: (a) −x2 + 6x− 26 (b) − 6

13
(c) x < −1 eller 0 < x < 1.

2. (a)

sin
(

2α +
π

5

)
= sin

(
5α− 9π

10

)
⇔


2α +

π

5
= 5α− 9π

10
+ 2πn, n ∈ Z

eller

2α +
π

5
= π −

(
5α− 9π

10

)
+ 2πn, n ∈ Z

⇔


3α =

11π

10
− 2πn, n ∈ Z

eller

7α =
17π

10
+ 2πn, n ∈ Z.

⇔


α =

11π

30
− 2πn

3
, n ∈ Z

eller

α =
17π

70
+

2πn

7
, n ∈ Z.

(b)

cos v =
1

5
⇔ v = ± arccos

(
1

5

)
+ 2πn, n ∈ Z.

(c) Eftersom sin
(π

2
− t
)

= cos t s̊a är

sin

(
π

2
− arcsin

(
1

3

))
= cos

(
arcsin

(
1

3

))
.

1



L̊at v = arcsin

(
1

3

)
. D̊a är 0 < v <

π

2
och eftersom cos2 v + sin2 v = 1, s̊a följer det

att cos v =
√

1− sin2 v eftersom cos v > 0 är nödvändigt. Allts̊a blir

cos v =

√
1−

(
sin

(
arcsin

(
1

3

)))2

=

√
1−

(
1

3

)2

=

√
8

9
=

2
√

2

3
.

Svar: (a) α =
11π

30
− 2πn

3
, n ∈ Z, eller α =

17π

70
+

2πn

7
, n ∈ Z

(b) v = ± arccos

(
1

5

)
+ 2πn, n ∈ Z (c)

2
√

2

3
.

3. (a) L̊at t = 2x. D̊a gäller att

8x − 4x+1/2 = 3(2x − 2) ⇔ t3 − 2t2 = 3t− 6 ⇔ t3 − 2t2 − 3t+ 6 = 0.

Vi gissar en rot och finner att t = 2 löser ekvationen. Polynomdivision visar sedan
att t3 − 2t2 − 3t+ 6 = (t− 2)(t2 − 3), s̊a de resterande lösningarna ges av t = ±

√
3.

Alternativt kan vi se detta genom

t3 − 2t2 = 3t− 6 ⇔ t2(t− 2) = 3(t− 2) ⇔ t = 2 eller t2 = 3.

Eftersom t > 0 s̊a ger t = −
√

3 ingen lösning. För t =
√

3 gäller att

2x =
√

3 ⇔ x =
ln
√

3

ln 2
=

ln 3

2 ln 2

och för t = 2 gäller att
2x = 2 ⇔ x = 1.

(b) För att alla logaritmer i ekvationen ska vara definierade krävs att

x2 + 2x+ 1 = (x+ 1)2 > 0 ⇔ x 6= −1,

att x > −1, samt att x > 1. Vi m̊aste allts̊a kräva att x > 1. För dessa x gäller att

ln(x+ 1)2

ln(x+ 1)
= ln(x− 1) ⇔ 2 ln(x+ 1)

ln(x+ 1)
= ln(x− 1) ⇔ 2 = ln(x− 1)

⇔ e2 = x− 1 ⇔ x = 1 + e2,

som uppfyller kravet.

Svar: (a) x =
ln 3

2 ln 2
eller x = 1 (b) x = 1 + e2.

4. (a) Tv̊a Euler-omskrivningar visar att

cosx · sin 3x =

(
eix + e−ix

2

)(
ei3x − e−i3x

2i

)
=

1

2

(
ei4x − e−i2x + ei2x − e−i4x

2i

)
=

1

2
(sin 4x+ sin 2x) ,

och

cos 6x · sin 2x =

(
ei6x + e−i6x

2

)(
ei2x − e−i2x

2i

)
=

1

2

(
ei8x − ei4x + e−i4x − e−i8x

2i

)
=

1

2
(sin 8x− sin 4x) ,

s̊a

cosx · sin 3x+ cos 6x · sin 2x =
1

2
(sin 8x+ sin 2x) .
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(b) Enligt definitionerna gäller att

u = arccos(cos 3) ⇔

{
cosu = cos 3,

u ∈ [0, π],
⇔

{
u = ±3 + 2πn, n ∈ Z,

u ∈ [0, π]

⇔ u = 3

och

v = arcsin(sin 3) ⇔

{
sin v = sin 3,

v ∈ [−π/2, π/2],

⇔

{
v = 3 + 2πn, n ∈ Z, eller v = π − 3 + 2πn, n ∈ Z,

v ∈ [−π/2, π/2].

⇔ v = π − 3.

Allts̊a kommer

tan

(
1 +

arcsin(sin 3)

arccos(cos 3)

)
= tan

(
1 +

π − 3

3

)
= tan

(π
3

)
=
√

3.

Svar: (a)
1

2
(sin 8x+ sin 2x) (b)

√
3

5. Vi börjar med att hitta definitionsmängden Df . För att den inre logaritmen ska vara
definierad s̊a m̊aste 1 + 2x > 0. För att nästa logaritm ska vara definierad m̊aste

1−ln(1+2x) > 0 ⇔ ln(1+2x) < 1 ⇔ 0 < 1+2x < e ⇔ −1

2
< x <

1

2
(e− 1)

eftersom ln är strängt växande. Allts̊a kommer Df ges av

Df =

]
−1

2
,

1

2
(e− 1)

[
.

För x ∈ Df s̊a gäller att

y = f(x) ⇔ y = ln (1− ln (1 + 2x)) ⇔ ey = 1− ln (1 + 2x)

⇔ ln (1 + 2x) = 1− ey ⇔ 1 + 2x = exp (1− ey)

⇔ x =
1

2
(exp (1− ey)− 1) .

Allts̊a kommer

f−1(y) =
1

2
(exp (1− ey)− 1) .

Svar: Df =

]
−1

2
,

1

2
(e− 1)

[
och f−1(y) =

1

2
(exp (1− ey)− 1).

6. Det komplexa talet 3i−
√

3 ligger i andra kvadranten (Rita!) och kan skrivas

3i−
√

3 = 2
√

3ei2π/3.

P̊a samma sätt (Rita!) (i tredje kvadranten),

−3− 3i = 3
√

2ei5π/4.
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Detta medför att(
3i−

√
3
)

(−3− 3i) = 6
√

6eiπ(2/3+5/4) = 6
√

6ei23π/12 = 6
√

6e−iπ/12.

L̊at nu z − 3− 3i = w och w = reiϕ, där r ≥ 0 och ϕ ∈ R. D̊a m̊aste

w5 = r5ei5θ = 6
√

6 e−iπ/12 ⇔

{
r5 = 6

√
6 = 63/2, r ≥ 0,

5θ = −π/12 + 2πn, n ∈ Z.
(1)

Detta visar att r = 63/10 och ϕ = − π

60
+

2nπ

5
, n ∈ Z.

Eftersom z = 3 + 3i+ w blir nu v̊ara lösningar

z = 3 + 3i+ 63/10 ei(−
π
60

+ 2nπ
5 ), n = 0, 1, 2, 3, 4.

Här har vi valt att endast numrera de lösningar
som är unika (när n = 5 f̊ar vi samma lösning
som när n = 0 etc). Observera dock att för ek-
vivalensen i ekvation (1) m̊aste vi ha n ∈ Z
godtycklig. Re

Im

3

3

63/10

Svar: z = 3 + 3i+ 63/10 ei(−
π
60

+ 2nπ
5 ), n = 0, 1, 2, 3, 4.

7. Om vi betraktar formeln sin 2x = 2 sin x cosx, s̊a ser vi att

sinx = 2 sin
x

2
cos

x

2
= 22 sin

x

4
cos

x

4
cos

x

2
= · · · = 2n sin

x

2n
cos

x

2n
· . . . · cos

x

2
.

Om vi antar att 2−nx 6= kπ för alla k ∈ Z, s̊a kan vi dela med 2n sin
x

2n
och erh̊aller d̊a

att
sinx

2n sin x
2n

= cos
x

2n
· cos

x

2n−1
· . . . · cos

x

2
.

Allts̊a ges ekvationen i uppgiften av

sinx

2n sin x
2n

= 2−n ⇔ sinx = sin
x

2n

⇔ x =
x

2n
+ 2πm eller x = π − x

2n
+ 2πm,

där m ∈ Z och vi antar att 2−nx 6= kπ för alla k ∈ Z. Vi erh̊aller allts̊a att

x =
x

2n
+ 2πm ⇔ x

(
1− 1

2n

)
= 2πm ⇔ x =

2πm

1− 2−n =
2n+1πm

2n − 1

eller

x = π− x

2n
+2πm ⇔ x

(
1 +

1

2n

)
= π(2m+1) ⇔ x =

π(2m+ 1)

1 + 2−n =
2nπ(2m+ 1)

2n + 1
.
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Det återst̊ar att reda ut när dessa lösningar träffar multipler 2nkπ för k ∈ Z eftersom
dessa inte är lösningar. Detta faktum följer av att alla cos-faktorer blir 1 eller −1. Vi ser
att

2πm

1− 2−n = 2nπk ⇔ k(2n − 1) = 2m,

s̊a k = 2p för n̊agot p ∈ Z är nödvändigt. S̊aledes måste vi kräva att m 6= p(2n − 1) för
alla p ∈ Z. P̊a liknande sätt ser vi att

π(2m+ 1)

1 + 2−n = 2nπk ⇔ k(2n + 1) = 2m+ 1,

s̊a k = 2p+ 1 för n̊agot p ∈ Z. I s̊a fall gäller att

(2n + 1)(2p+ 1) = 2m+ 1 ⇔ 2n+1p+ 2n + 2p = 2m ⇔ m = p(2n + 1) + 2n−1.

Vi måste allts̊a kräva att m 6= p(2n + 1) + 2n−1.

Svar: x = π
2n+1m

2n − 1
, m ∈ Z s̊a att m 6= p(2n − 1) för alla p ∈ Z eller x = π

2n(2m+ 1)

2n + 1
,

m ∈ Z s̊a att m 6= p(2n + 1) + 2n−1 för alla p ∈ Z.
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