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1. (a) Vi sorterar termerna och faktoriserar:

1> Qe De+D-1,,  22+3) .,
z+1 z+1 z+1
En teckentabell:
—3/2 -1 0
t+3/2 |- 0 + + +
r+1 — - 0 + +
x — — - 0 +
x(2z + 3)
b S 0 2 — 0
1 + = +

3
Vi ser i tabellen att uttrycket ar icke-negativt precis da —3 <z < —1leller x > 0.
(b) Vi ser att summan &ar aritmetisk med 197 — (—=2) + 1 = 200 termer, forsta termen
ar —1 och sista ar 397, sa

197

14397
S 3+ 2k) = — 220200 = 396 - 100 = 39600.

2
f=—2
(14 i —1 3\ [(1\° V10
© fos | 2o MDDy it 3 (1Y 2 VIO
1—1 11— |2 2 2 2 2
3 10
Svar: (a) —§§x<—1 eller z >0 (b) 39600 (c) g

2. Vi borjar med att reda ut storsta mojliga definitionsméngd. For att kvadratroten ska vara
definierad maste vi kriva att

r+1

r—4

>0 & <-1 eller z>4.

Detta kan ses med hjélp av tex en teckentabell:

—1 4
z+1 |- 0 4+ +
r—4 | — - 0 +
r+1

o - 2
p— + &+

Definitionsméngden blir saledes

For x € Dy géller att

r+1 , x+1 9
— = = & —4)=x+1
4 x—4 4 x—4 v )=




Notera speciellt implikationen ovan! Vill vi skriva ekvivalens maste vi ldgga till villko-
ret y > 0. Men eftersom vi finner hogst en 16sning for varje y, sa innebér detta att ett

1+ 492
uttryck for inversen ges av f1(y) = :_ yl :
y R
1+ 4y?

Svar: D; = ]—o0, —1] U 4, oo|, f!(y) =

y?—1
3. (a) Vi ser direkt ur enhetscirkeln att

3x:x+g+2mr, n e,

sin 3z = sin (Z‘ + g) = eller

3x:7r—<a:+g>+2n7r, n € 7.

Vi erhaller alltsa 16sningarna

7T+ H 7T+n7T
= — T — — N
Xz 10 nm clie xz 5 9

for n € Z.
5
(b) Lat v = arcsin (6) Da ar v €]0,7/2[ ty 5/6 > 0 och arcsin &r strangt vixande.
Alltsa blir

, 5
sinv = =
och )
2 11
cosv=1—sinv=1- > = ——5:—7
6 36 36
sa
V11
COSV = ——
6
med positivt tecken da cosv > 0 om v €]0, 7/2]
(¢) Ur definitionen av arccos sa foljer att
cosv =k,
v = arccosk &
0<v <,

sa darfor ar arccos (cos k) = k ndr k = 1,2, 3 och arccos (cos k) = 2m —k nér k = 4,5,
dar vi anvént att 3 < 7 < 4. Saledes blir

5
Zarccos(cosk):1+2+3+27r—4—|-27r—5:47r—3.
k=1

v11
Svar: (a) 17r_0 +nm, n € Z, eller g—l— n;’ neZ (b) rE (c) 4w — 3.

4. (a) Viser att

3
4sinhz —3coshz =3 & 2(€z—6_w)—§(€x+€_$):3
3



Latt =e* > 0. For t > 0 sa ar

1 7
5252—375—5:0 & PP-6t-T7T=0 < t=3+4
Alltsa ges den enda l6sningen av z = In 7 eftersom ¢t = —1 < 0.

(b) For x > 0 sa géller att

(Inex)* —Ina®—2 (Ine+Inz)* —2lnz —2

1+ln% B l1—Inx
142z + (Inz)*—2nz —2
B 1—Inzx
—1+(nz)? (~1+nz)(1+Inz)
l1—Inx l1—Inx (1+Inz)

Svar: (a) z =In7  (b) —(1 +Inz).
5. (a) Enligt definitionen av e for x € R sa giller att

e e = (cosx +isinz)(cosy + isiny)

= cosz cosy — sinx siny + i(cos x siny + sin  cos y)
= cos(z + y) + isin(z 4+ y) = @Y,

vilket skulle visas.

(b) Vi socker de z € C sa att

1 ) .
= —10 — 10i = 10v/2 ( ) _ 10\/56—137#4,
V22

dédr den sista likheten enklast ses genom att rita en enhetscirkel. Lat nu z = re®,
dar r > 0 och ¢ € R. Da maste

10 _
L0 _ 10,0100 _ 10\/564%/4 o r= 10\/57 r >0, (1)
10p = =37 /4 + 27, n € Z.

3
Detta visar att r = (10\/5)1/10 och ¢ = _4_7(; n n57r ne

Vara l6sningar blir nu
2= (10v2) /05 E) | =0,1,2,3,...,9.

Héar har vi valt att endast numrera de 16sningar
som dr unika (ndr n = 10 far vi samma 16sning
som nar n = 0 etc). Observera dock att for ek-
vivalensen i ekvation (1) maste vi ha n € Z
godtycklig.

Re

Svar: (a) se ovan  (b) z = (10\/5)1/1061'(*%*%”), n=0,1,2,3,...,9

3



6. Vi ser att

o e (~2) v () = (i (2) s () ) =00

sa
cos o = cos(—(u +v)) = cos(u + v) = cosucosv — sinusin v,

2 1
dér u = arcsin <§) och v = arccos <%> Notera att 0 < u < 7/2 och 0 < v < 7/2,

sa 0 < u+ v < m, vilket visar att —7m < a < 0. Vidare giller att cosu > 0 samt
att sinu > 0. Eftersom

2\? 5
Cos2u:1—sin2u:1_<_> -z

och

1\2
sin20:1—00521):1_(_) :§
V6

V5 . 5
cosu:? och sinv =14/-.

6

sa medfor detta att

Saledes géller att

Vil 25 Vi-nh_ Vi
3V6 3v6  3v6 36

sa

5
o« = *+ arccos —i + 2mn
3v6

T < arccos \/g <
- - m
2 3v6

sa maste n = 0 eftersom —7 < a < 0 och darmed ar

o V5
a = arccos 3\/6 .

Notera vidare att da arccos(—w) = m — arccos(w) om 0 < w < 7/2, sa géller att

_ V5
Qv = arccos 3\/6 ™

for nagot n € Z. Eftersom

V5
Svar: « = arccos | —= | — 7
3v6

Alternativt: Man kan ocksa betrakta tan « vilket leder till att tana = och liknande

=

uppskattningar som ovan ger att o = arctan (—) — .

V5

4



7. (a) Summan #r varken aritmetisk eller geometrisk och det forefaller inte finnas nagot
elementart siatt att dela upp den pa for att erhalla aritmetiska eller geometriska
summor, sa vi skriver ut lite termer och understker om vi kan se nagot monster.
Forst och framst sa observerar vi att

In (1+%) —In (%) —ln(k+1) — Ink.

Summan Z (In(k + 1) — Ink) kan — om vi stuvar om lite — utvecklas enligt
k=1

In2+m3+--- + Inn +In(n+1)

—(lnl +mh2+ 34 + lnn)
= / teleskopsumma / =In(n + 1) —In1 =In(n + 1).

1
(b) Vidare vet vi att lnx <z —1,samed x =1+ z erhaller vi att

1 1
In{l+—-)<—-, k=1223,...
n(+k) k’ b g} Y

sa

Om vi véljer n sa att
In(n+1)>10° < n+1>exp(10°) < n>exp(10°) -1,
sa kommer ddrmed .
> LT
k :
k=1

Eftersom termerna i summan &r positiva sa kommer olikheten ovan att gilla for
alla n > exp(10%) — 1.

Svar: (a) In(n+1)  (b) C' = exp(10°%) — 1 till exempel.



