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1. (a) Vi sorterar termerna och faktoriserar:

2x+ 1 ≥ 1

x+ 1
⇔ (2x+ 1)(x+ 1)− 1

x+ 1
≥ 0 ⇔ x(2x+ 3)

x+ 1
≥ 0.

En teckentabell:

−3/2 −1 0
x+ 3/2 − 0 + + +
x+ 1 − − 0 + +
x − − − 0 +

x(2x+ 3)

x+ 1
− 0 + A − 0 +

Vi ser i tabellen att uttrycket är icke-negativt precis d̊a −3

2
≤ x < −1 eller x ≥ 0.

(b) Vi ser att summan är aritmetisk med 197 − (−2) + 1 = 200 termer, första termen
är −1 och sista är 397, s̊a

197∑
k=−2

(3 + 2k) =
−1 + 397

2
· 200 = 396 · 100 = 39600.

(c)

∣∣∣∣2 +
i

1− i

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2 +
i(1 + i)

|1− i|2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2 +
i− 1

2

∣∣∣∣ =

√(
3

2

)2

+

(
1

2

)2

=

√
10

2
.

Svar: (a) −3

2
≤ x < −1 eller x ≥ 0 (b) 39600 (c)

√
10

2
.

2. Vi börjar med att reda ut största möjliga definitionsmängd. För att kvadratroten ska vara
definierad måste vi kräva att

x+ 1

x− 4
≥ 0 ⇔ x ≤ −1 eller x > 4.

Detta kan ses med hjälp av tex en teckentabell:

−1 4

x+ 1 − 0 + +
x− 4 − − 0 +

x+ 1

x− 4
+ 0 − A +

Definitionsmängden blir s̊aledes

Df = ]−∞, −1] ∪ ]4, ∞[ .

För x ∈ Df gäller att

y =

√
x+ 1

x− 4
⇒ y2 =

x+ 1

x− 4
⇔ y2(x− 4) = x+ 1

⇔ x(y2 − 1) = 1 + 4y2 ⇔ x =
1 + 4y2

y2 − 1
.
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Notera speciellt implikationen ovan! Vill vi skriva ekvivalens måste vi lägga till villko-
ret y ≥ 0. Men eftersom vi finner högst en lösning för varje y, s̊a innebär detta att ett

uttryck för inversen ges av f−1(y) =
1 + 4y2

y2 − 1
.

Svar: Df = ]−∞, −1] ∪ ]4, ∞[, f−1(y) =
1 + 4y2

y2 − 1
.

3. (a) Vi ser direkt ur enhetscirkeln att

sin 3x = sin
(
x+

π

5

)
⇔


3x = x+

π

5
+ 2nπ, n ∈ Z,

eller

3x = π −
(
x+

π

5

)
+ 2nπ, n ∈ Z.

Vi erh̊aller allts̊a lösningarna

x =
π

10
+ nπ eller x =

π

5
+
nπ

2

för n ∈ Z.

(b) L̊at v = arcsin

(
5

6

)
. D̊a är v ∈]0, π/2[ ty 5/6 > 0 och arcsin är strängt växande.

Allts̊a blir

sin v =
5

6
och

cos2 v = 1− sin2 v = 1−
(

5

6

)2

= 1− 25

36
=

11

36
,

s̊a

cos v =

√
11

6

med positivt tecken d̊a cos v > 0 om v ∈]0, π/2[.

(c) Ur definitionen av arccos s̊a följer att

v = arccos k ⇔

{
cos v = k,

0 ≤ v ≤ π,

s̊a därför är arccos (cos k) = k när k = 1, 2, 3 och arccos (cos k) = 2π−k när k = 4, 5,
där vi använt att 3 < π < 4. S̊aledes blir

5∑
k=1

arccos (cos k) = 1 + 2 + 3 + 2π − 4 + 2π − 5 = 4π − 3.

Svar: (a)
π

10
+ nπ, n ∈ Z, eller

π

5
+
nπ

2
, n ∈ Z (b)

√
11

6
(c) 4π − 3.

4. (a) Vi ser att

4 sinhx− 3 coshx = 3 ⇔ 2(ex − e−x)− 3

2

(
ex + e−x

)
= 3

⇔ 1

2
ex − 7

2
e−x = 3 ⇔ 1

2
e2x − 3ex − 7

2
= 0
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L̊at t = ex > 0. För t > 0 s̊a är

1

2
t2 − 3t− 7

2
= 0 ⇔ t2 − 6t− 7 = 0 ⇔ t = 3± 4.

Allts̊a ges den enda lösningen av x = ln 7 eftersom t = −1 < 0.

(b) För x > 0 s̊a gäller att

(ln ex)2 − lnx2 − 2

1 + ln 1
x

=
(ln e+ lnx)2 − 2 lnx− 2

1− lnx

=
1 + 2 lnx+ (lnx)2 − 2 lnx− 2

1− lnx

=
−1 + (ln x)2

1− lnx
=

(−1 + ln x)(1 + ln x)

1− lnx
= −(1 + ln x).

Svar: (a) x = ln 7 (b) −(1 + ln x).

5. (a) Enligt definitionen av eix för x ∈ R s̊a gäller att

eixeiy = (cosx+ i sinx)(cos y + i sin y)

= cosx cos y − sinx sin y + i(cosx sin y + sinx cos y)

= cos(x+ y) + i sin(x+ y) = ei(x+y),

vilket skulle visas.

(b) Vi söker de z ∈ C s̊a att

z10 = −10− 10i = 10
√

2

(
− 1√

2
− i√

2

)
= 10

√
2e−i3π/4,

där den sista likheten enklast ses genom att rita en enhetscirkel. L̊at nu z = reiϕ,
där r ≥ 0 och ϕ ∈ R. D̊a m̊aste

z10 = r10ei10ϕ = 10
√

2 e−i3π/4 ⇔

{
r10 = 10

√
2, r ≥ 0,

10ϕ = −3π/4 + 2πn, n ∈ Z.
(1)

Detta visar att r = (10
√

2)1/10 och ϕ = −3π

40
+
nπ

5
, n ∈ Z.

V̊ara lösningar blir nu

z = (10
√

2)1/10 ei(−
3π
40

+nπ
5 ), n = 0, 1, 2, 3, . . . , 9.

Här har vi valt att endast numrera de lösningar
som är unika (när n = 10 f̊ar vi samma lösning
som när n = 0 etc). Observera dock att för ek-
vivalensen i ekvation (1) m̊aste vi ha n ∈ Z
godtycklig.

Re

Im

Svar: (a) se ovan (b) z = (10
√

2)1/10ei(−
3π
40

+nπ
5 ), n = 0, 1, 2, 3, . . . , 9.
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6. Vi ser att

α = arcsin

(
−2

3

)
− arccos

(
1√
6

)
= −

(
arcsin

(
2

3

)
+ arccos

(
1√
6

))
= − (u+ v) ,

s̊a
cosα = cos(−(u+ v)) = cos(u+ v) = cosu cos v − sinu sin v,

där u = arcsin

(
2

3

)
och v = arccos

(
1√
6

)
. Notera att 0 < u < π/2 och 0 < v < π/2,

s̊a 0 < u + v < π, vilket visar att −π < α < 0. Vidare gäller att cosu > 0 samt
att sinu > 0. Eftersom

cos2 u = 1− sin2 u = 1−
(

2

3

)2

=
5

9

och

sin2 v = 1− cos2 v = 1−
(

1√
6

)2

=
5

6
,

s̊a medför detta att

cosu =

√
5

3
och sin v =

√
5

6
.

S̊aledes gäller att

cosα =

√
5

3

1√
6
− 2

3

√
5√
6

=

√
5− 2

√
5

3
√

6
= −

√
5

3
√

6
,

s̊a

α = ± arccos

(
−
√

5

3
√

6

)
+ 2πn

för n̊agot n ∈ Z. Eftersom

π

2
< arccos

(
−
√

5

3
√

6

)
< π

s̊a måste n = 0 eftersom −π < α < 0 och därmed är

α = − arccos

(
−
√

5

3
√

6

)
.

Notera vidare att d̊a arccos(−w) = π − arccos(w) om 0 < w < π/2, s̊a gäller att

α = arccos

( √
5

3
√

6

)
− π.

Svar: α = arccos

( √
5

3
√

6

)
− π.

Alternativt: Man kan ocks̊a betrakta tanα vilket leder till att tanα =
7√
5

och liknande

uppskattningar som ovan ger att α = arctan

(
7√
5

)
− π.
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7. (a) Summan är varken aritmetisk eller geometrisk och det förefaller inte finnas n̊agot
elementärt sätt att dela upp den p̊a för att erh̊alla aritmetiska eller geometriska
summor, s̊a vi skriver ut lite termer och undersöker om vi kan se n̊agot mönster.
Först och främst s̊a observerar vi att

ln

(
1 +

1

k

)
= ln

(
k + 1

k

)
= ln(k + 1)− ln k.

Summan
n∑
k=1

(ln(k + 1)− ln k) kan – om vi stuvar om lite – utvecklas enligt

ln 2 + ln 3 + · · · + lnn + ln(n+ 1)

−
(
ln 1 + ln 2 + ln 3 + · · · + lnn

)
= / teleskopsumma / = ln(n+ 1)− ln 1 = ln(n+ 1).

(b) Vidare vet vi att lnx < x− 1, s̊a med x = 1 +
1

k
erh̊aller vi att

ln

(
1 +

1

k

)
<

1

k
, k = 1, 2, 3, . . . ,

s̊a
n∑
k=1

1

k
>

n∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
= ln(n+ 1).

Om vi väljer n s̊a att

ln(n+ 1) > 106 ⇔ n+ 1 > exp(106) ⇔ n > exp(106)− 1,

s̊a kommer därmed
n∑
k=1

1

k
> 106.

Eftersom termerna i summan är positiva s̊a kommer olikheten ovan att gälla för
alla n > exp(106)− 1.

Svar: (a) ln(n+ 1) (b) C = exp(106)− 1 till exempel.
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