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1. (a) För att vänsterledet ska vara definierat måste vi undvika nolldivisioner, s̊a vi ser
direkt att x 6= 0 och x 6= −1. Vidare s̊a ser vi att

1 +
1

1 + 1
x

= 0 ⇔
1 + 1

x
+ 1

1 + 1
x

= 0 ⇔ 1 +
1

x
+ 1 = 0 ⇔ x = −1

2
,

s̊a x 6= −1

2
är nödvändigt. Om x 6= 0, x 6= −1 och x 6= −1

2
s̊a gäller att

2 =
1

1 + 1
1+ 1

x

=
1

1 + x
x+1

=
x+ 1

2x+ 1
⇔ x+ 1 = 4x+ 2 ⇔ x = −1

3
.

(b) Kvadratkomplettering visar att

2x2 − 5x+ 4 = 2

(
x2 − 5

2
x+ 2

)
= 2

((
x− 5

4

)2

− 25

16
+ 2

)
= 2

(
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4

)2

+
7

8
.

S̊aledes blir uttrycket som minst
7

8
precis d̊a x =

5

4
.

(c) Vi sätter z = x+ iy, x, y ∈ R, och erh̊aller att

x+ (2i+ 1)(x+ iy) = 1− i ⇔ 2x− 2y + i(2x+ y) = 1− i

s̊a 2x− 2y = 1 och 2x+ y = −1. Fr̊an detta erh̊aller vi att x = −1/6 och y = −2/3,
s̊a z = −1/6− 2i/3.

Svar: (a) x 6= 0, x 6= −1 och x 6= −1

2
; x = −1

3
(b)

7

8
d̊a x =

5

4
(c) z = −1 + 4i

6
.

2. För att f(x) ska vara definierad måste vi kräva att ex − 3 6= 0, s̊a x 6= ln 3. Defini-
tionsmängden blir s̊aledes

Df = ]−∞, ln 3[ ∪ ]ln 3, ∞[ .

För x ∈ Df gäller att

y =
ex + 2

ex − 3
⇔ y(ex − 3) = ex + 2 ⇔ ex(y − 1) = 2 + 3y

⇔ ex =
2 + 3y

y − 1
⇔ x = ln

(
3y + 2

y − 1

)
,

d̊a exp och ln är varandras inverser.

Ett uttryck för inversen ges därmed av f−1(y) = ln

(
3y + 2

y − 1

)
.

När det gäller g(x) s̊a är Dg = R eftersom sin(x) + 1 ≥ 0 för x ∈ R. Funktionen är inte
inverterbar d̊a till exempel g(0) =

√
1 = 1 = g(π).
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Svar: Df = ]−∞, ln 3[ ∪ ]ln 3, ∞[, f−1(y) = ln

(
3y + 2

y − 1

)
, Dg = R, g−1 saknas.

3. (a)

L̊at v = arctan
1√
5

. D̊a gäller att 0 < v < π/2,

s̊a vi ser direkt ur en hjälptriangel att

sin v =
1√
6
. v

√ 6
1

√
5

(b) Funktionen har Df = [−3, 3] och Vf = [1− π, 1 + π]. Grafen blir enligt nedan.
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(c) Eftersom eln t = t för alla t > 0, s̊a ser vi att

exey = exp (ln (exey)) = exp (ln ex + ln ey) = exp(x+ y) = ex+y,

d̊a ln a+ ln b = ln(ab) för a, b > 0.

Svar: (a)
1√
6

(b) se ovan (c) se ovan.
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4. En Euler-omskrivning visar att

4 sinx · sin 2x · cos 4x = 4

(
eix − e−ix

2i

)(
ei2x − e−i2x

2i

)(
ei4x + e−i4x

2

)
= −1

2

(
ei3x − e−ix − eix + e−i3x

) (
ei4x + e−i4x

)
= −1

2

(
ei7x + e−ix − ei3x − e−i5x − ei5x − e−i3x + eix + e−i7x

)
= − cos 7x− cosx+ cos 3x+ cos 5x,

s̊a ekvationen kan ekvivalent skrivas om enligt

4 sinx · sin 2x · cos 4x = cos 3x+ cos 5x ⇔ cosx = − cos 7x

⇔ cosx = cos (π − 7x)

⇔ ±x = π − 7x+ 2πn,

där n ∈ Z. Allts̊a kommer lösningarna ges av

8x = π + 2πn ⇔ x =
π

8
+
πn

4

eller
6x = π + 2πn ⇔ x =

π

6
+
πn

3
.

Svar: x =
π

8
+
πn

4
, n ∈ Z, eller x =

π

6
+
πn

3
, n ∈ Z.

5. Notera att

tan

(
arctan(3

√
3) + arctan

(√
3

2

))
=

3
√

3 +

√
3

2

1− 3
√

3 ·
√

3

2

=
7 ·
√

3

2
−7/2

= −
√

3.

D̊a
tan v = −

√
3 ⇔ v = −π

3
+ nπ, n ∈ Z,

s̊a måste

arctan(3
√

3) + arctan

(√
3

2

)
= −π

3
+ nπ

för n̊agot heltal n. Vi uppskattar storleken p̊a ing̊aende arcusfunktioner:

0 < arctan

(√
3

2

)
< arctan(3

√
3) <

π

2
.

Här har vi använt att arctan är strängt växande samt kända standardvinklar. Allts̊a:

0 < arctan(3
√

3) + arctan

(√
3

2

)
< π

s̊a det följer nu att n = 1 är nödvändigt. S̊alunda blir

arctan(3
√

3) + arctan

(√
3

2

)
=

2π

3
.
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Svar: arctan(3
√

3) + arctan

(√
3

2

)
=

2π

3
.

6. Logaritmlagar visar att för x > 0 s̊a gäller att

4 + ln x4

2 + ln 1
x

− 6

ln (ex2)
=

4 + 4 lnx

2− lnx
− 6

1 + 2 lnx
.

Om vi l̊ater t = lnx för x > 0 s̊a kan allts̊a olikheten skrivas om enligt

4 + 4t

2− t
− 6

1 + 2t
≤ 1 ⇔ 8t2 + 18t− 8

(2− t)(2t+ 1)
≤ 1 ⇔ 10t2 + 15t− 10

(2− t)(2t+ 1)
≤ 0

⇔ 5(t+ 2)(2t− 1)

(2− t)(2t+ 1)
≤ 0 ⇔ (t+ 2)(2t− 1)

(2− t)(2t+ 1)
≤ 0.

Vi gör ett teckenschema för det funna uttrycket.

−2 −1

2

1

2
2

t+ 2 − 0 + + + +
2t+ 1 − − 0 + + +
2t− 1 − − − 0 + +
2− t + + + + 0 −

(t+ 2)(2t− 1)

(2− t)(2t+ 1)
− 0 + A − 0 + A −

Vi ser ur tabellen att uttrycket är icke-positivt precis d̊a t ≤ −2, eller −1

2
< t ≤ 1

2
eller t > 2. Eftersom ln är strängt växande s̊a ges svaret av

t = lnx ≤ −2 ⇔ 0 < x ≤ e−2

eller

−1

2
< t = lnx ≤ 1

2
⇔ e−1/2 < x ≤ e1/2

eller
t = lnx > 2 ⇔ x > e2.

Svar: 0 < x ≤ e−2 eller e−1/2 < x ≤ e1/2 eller x > e2.

7. Vi formulerar om vänsterledet en aning och utnyttjar binomialsatsen för att erh̊alla

cos6 x
6∑

k=0

ik
(

6
k

)
tank x = cos6 x

6∑
k=0

(
6
k

)
(i tanx)k 16−k = cos6 x(1 + i tanx)6

= (cosx+ i sinx)6 = ei6x.

S̊aledes måste ei6x = a(1 + i). Om denna likhet ska gälla s̊a måste vänster- och högerled
ha samma belopp, s̊a

|ei6x| = |a(1 + i)| ⇔ 1 = |a||1 + i| = |a|
√

2 ⇔ a = ± 1√
2
.
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För a =
1√
2

s̊a blir (rita en enhetscirkel!)

ei6x =
1√
2

(1 + i) = eiπ/4 ⇔ 6x =
π

4
+ 2πn, n ∈ Z,

⇔ x =
π

24
+
πn

3
,

och för a = − 1√
2

s̊a blir

ei6x = − 1√
2

(1 + i) = ei5π/4 ⇔ 6x =
5π

4
+ 2πn, n ∈ Z,

⇔ x =
5π

24
+
πn

3
.

Svar:

a 6= ± 1√
2

: ekvationen saknar lösningar.

a =
1√
2

: x =
π

24
+
πn

3
, n ∈ Z,

a = − 1√
2

: x =
5π

24
+
πn

3
, n ∈ Z.
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