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1.  

a) ∫𝑥𝑐𝑜𝑠(3𝑥)𝑑𝑥 = [𝑃. 𝐼. ] = [
𝑢 = 𝑥 𝑢` = 1

𝑣 =
sin(3𝑥)

3
𝑣` = 𝑐𝑜𝑠(3𝑥)

] = [𝑢𝑣 − ∫𝑣𝑢`] = 

=
𝑥 sin(3𝑥)

3
− ∫

sin(3𝑥)

3
𝑑𝑥 = ⋯ =

𝑥 sin(3𝑥)

3
+

cos⁡(3𝑥)

9
+ 𝐶 

 b)∫
3𝑥2

√𝑥3+2
𝑑𝑥 = [

√𝑥3 + 2 = 𝑡
𝑥3 + 2 = 𝑡2

3𝑥2𝑑𝑥 = 2𝑡𝑑𝑡

] = ∫
2𝑡𝑑𝑡

𝑡
= 2∫𝑑𝑡 = 2𝑡 + 𝐶 = 2√𝑥3 + 2 + 𝐶

 c)∫
4

3𝑥+𝑥2 𝑑𝑥 = ∫
4

𝑥(3+𝑥)
𝑑𝑥 =

[
 
 
 
 
 

4

𝑥(3+𝑥)
=

𝐴

𝑥
+

𝐵

3+𝑥

⁡

𝑥 = 0⁡𝑔𝑒𝑟⁡𝐴 =
4

3

𝑥 = −3⁡𝑔𝑒𝑟⁡𝐵 = −
4

3]
 
 
 
 
 

=
4

3
∫ (

1

𝑥
−

1

3+𝑥
)𝑑𝑥 = 

=
4

3
(𝑙𝑛|𝑥| − 𝑙𝑛|3 + 𝑥|) + 𝐶 =

4

3
𝑙𝑛 |

𝑥

𝑥 + 3
| + 𝐶 

 

Svar: a) ⁡⁡⁡⁡
𝑥sin(3𝑥)

3
+

cos⁡(3𝑥)

9
+ 𝐶 

 b) ⁡⁡⁡⁡2√𝑥3 + 2 + 𝐶 

 c) ⁡⁡⁡⁡
4

3
𝑙𝑛 |

𝑥

𝑥+3
| + 𝐶 

  

 

2.  

(1 + 𝑥2)𝑦′ + 𝑦 = 2 ⟺ 𝑦′ +
1

(1 + 𝑥2)
𝑦 =

2

(1 + 𝑥2)
 

𝑖. 𝑓. = 𝑒
∫

1
(1+𝑥2)

𝑑𝑥
= 𝑒arctan⁡(𝑥) 

𝑦′𝑒arctan⁡(𝑥) +
1

(1 + 𝑥2)
𝑦𝑒arctan⁡(𝑥) =

2

(1 + 𝑥2)
𝑒arctan⁡(𝑥) 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑦𝑒arctan⁡(𝑥)) =

2

(1 + 𝑥2)
𝑒arctan⁡(𝑥) ⟺ 𝑦𝑒arctan(𝑥) = ∫

2

(1 + 𝑥2)
𝑒arctan⁡(𝑥)𝑑𝑥 ⇔ [

𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑙𝑏𝑦𝑡𝑒

arctan(𝑥) = 𝑡
… 𝑓𝑦𝑙𝑙⁡𝑖 …

] 

 

⇔ ⋯ ⇔ 𝑦𝑒arctan(𝑥) = 2𝑒arctan(𝑥) + 𝐶 ⇔ 𝑦 = 2 + 𝐶𝑒−arctan(𝑥) 

 

Då vi vet att vi söker en lösning som uppfyller villkoret 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑦(𝑥) = 3 blir 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(2 + 𝐶𝑒−arctan(𝑥)) = 3 ⇔ 2 + 𝐶𝑒−
𝜋
2 = 3 ⇔ 𝐶 = 𝑒

𝜋
2  

 

För 𝐶 = 𝑒
𝜋

2   ges  lösningen ⁡𝑦 = 2 + 𝑒
𝜋

2
−arctan(𝑥)

. 

 

Svar: 𝑦 = 2 + 𝑒
(
𝜋

2
⁡−⁡arctan(𝑥)) 
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3. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑒𝑥−𝑐𝑜𝑠𝑥+⁡𝑙𝑛(1+𝑎𝑥)

𝑥2 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

1+𝑥+
𝑥2

2!
+𝒪(𝑥3)−(1−

𝑥2

2!
+𝒪(𝑥4))+𝑎𝑥−

(𝑎𝑥)2

2!
+𝒪((𝑎𝑥)3)

𝑥2 =  

= [
𝑓𝑦𝑙𝑙⁡𝑖⁡

…
] =𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
(

𝑎+1

𝑥
+ 1 −

𝑎2

2
+ 𝒪(𝑥))⁡ 

 

Vi ska bestämma  den reella konstanten 𝑎⁡så att gränsvärdet  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑒𝑥−𝑐𝑜𝑠𝑥+⁡𝑙𝑛(1+𝑎𝑥)

𝑥2   existerar ändligt. 

Ty termen  
𝑎+1

𝑥
⟶ ±∞⁡då 𝑥 → 0  så krävs det för existensen av ändligt gränsvärde att  

𝑎 + 1 = 0 ⇔ 𝑎 = −1.  

 

För 𝑎 = −1 blir gränsvärdet 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(0 + 1 −
(−1)2

2
+ 𝒪(𝑥)) = [

𝒪(𝑥) → 0⁡𝑑å
𝑥 → 0

] = 1 −
1

2
+ 0 =

1

2
 

 

Obs: (
𝑎+1

𝑥
+ 1 −

𝑎2

2
+ 𝒪(𝑥)) ⟶ ±∞ då 𝑎 ≠ −1. 

 

Svar: För 𝑎 = −1 existerar gränsvärdet ändligt och är då  
1

2
 . 

 

 

 

    

4.  

 

 

 

 

 

 

Svar:  𝑉 =
𝜋

4
(𝜋 + 2) v.e.       

 

 

 

                                                                                         

 

𝑑𝑉 = 2𝜋 ∙
𝑓(𝑥)

2
∙ 𝑑𝐴 = 2𝜋 ∙

𝑓(𝑥)

2
∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜋(𝑓(𝑥))2𝑑𝑥   

 

𝑉 = ∫ 𝜋(𝑓(𝑥))2𝑑𝑥

𝜋
2

𝜋
4

= 𝜋 ∫ (𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥)2𝑑𝑥 =

𝜋
2

𝜋
4

 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡= 𝜋 ∫ (𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 2𝑐𝑜𝑠𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑠𝑖𝑛2𝑥)𝑑𝑥
𝜋

2
𝜋

4

= 

= 𝜋 ∫ (1 + sin⁡(2𝑥))𝑑𝑥 =
𝜋

2
𝜋

4

⁡𝜋 [𝑥 −
cos⁡(2𝑥)

2
]𝜋

4

𝜋

2
=…=

𝜋

4
(𝜋 + 2) 
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5.  

                                   
 

∬ 𝑒𝑥+𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦

⬚

𝐷

= ∬ 𝑒𝑥𝑒𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦

⬚

𝐷1

+ ∬𝑒𝑥𝑒𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦

⬚

𝐷2

= 

= ∫

(

 
 

𝑒𝑥 ∙ ∫ 𝑒𝑦𝑑𝑦

𝑦=3−
3
2
𝑥

𝑦=1−𝑥

)

 
 

1

0

𝑑𝑥 + ∫

(

 
 

𝑒𝑥 ∙ ∫ 𝑒𝑦𝑑𝑦

𝑦=3−
3
2
𝑥

𝑦=0

)

 
 

2

1

𝑑𝑥 = ⋯ = 

= 𝑒 ∫(𝑒2𝑒−
1
2
𝑥 − 1)

1

0

𝑑𝑥 + ∫(𝑒3𝑒−
1
2
𝑥 − 𝑒𝑥)

2

1

𝑑𝑥 = ⋯ = 𝑒2(2𝑒 − 3) 

Svar: 𝑒2(2𝑒 − 3)  

    

6. Svar: 8𝑅 l.e. (ser lösningsskisser för 2024-03-01) 

 

7. ( en av seminarie uppgifter som bearbetades väldigt noga då, deltog du inte i undervisningen ta reda på 

vad som förväntas av dig vid redovisningen, vilka kommentarer får du inte missa?,  komplettera med 

given kursmaterial med mera.. ) 

• 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦𝑒−
𝑥2+𝑦2

2  då (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 är kontinuerlig ( de ingående funktionselemnten alla är 

kontinuerliga) 

• 𝐷 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥2 + 𝑦2 ≥
1

4
} , D är mängden alla punkter som ligger på randen av en cirkel med  

𝑟 =
1

2
⁡⁡⁡och 𝑀 = (0,0) och utanför cirkeln. Mängden är  sluten (alla dess randpunkter tillhör D)  

men obegränsat (det finns alltså ingen cirkelskiva som innehåller hela mängden), vad innebär 

detta? (hänvisas till teorin) 

• 𝑓(𝑥, 𝑦) är deriverbar ⟹ {
𝑓𝑥̀(𝑥) = 𝑦𝑒−

𝑥2+𝑦2

2 − 𝑥2𝑦𝑒−
𝑥2+𝑦2

2

𝑓𝑦̀(𝑥) = 𝑥𝑒−
𝑥2+𝑦2

2 − 𝑥𝑦2𝑒−
𝑥2+𝑦2

2

 

• Vi söker inre punkter till 𝐷 .Vi söker stationära punkter: 

 {
𝑓𝑥̀(𝑥, 𝑦) = 0

𝑓𝑦̀(𝑥, 𝑦) = 0
⟹ {

0 = 𝑦𝑒−
𝑥2+𝑦2

2 − 𝑥2𝑦𝑒−
𝑥2+𝑦2

2

0 = 𝑥𝑒−
𝑥2+𝑦2

2 − 𝑥𝑦2𝑒−
𝑥2+𝑦2

2

⇔ ⋯ ⇔⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

⁡⇔ [
ekv. 1
ekv. 2

] ⇔ {
0 = 𝑦(1 − 𝑥)(1 + 𝑥)

0 = 𝑥(1 − 𝑦)(1 + 𝑦)
⁡⟺⁡⁡⁡ {

𝑦 = 0⁡𝑒𝑙𝑙𝑒𝑟⁡𝑥 = ±1
𝑥 = 0⁡𝑒𝑙𝑙𝑒𝑟⁡𝑦 = ±1

  

 

• För 𝑥 = 0 ger (ekv.1) följande 0 = 𝑦(1 − 0)(1 + 0) ⟺ y = 0 som ger 𝑃1 = (0,0) ∉ 𝐷 , alltså ej av 

intresse 

• För 𝑥 = 1⁡ger (ekv.2) följande  0 = 1 ⋅ (1 − 𝑦)(1 + 𝑦) ⟺ 𝑦 = ±1 som ger 𝑃2 = (1,1) ∈ 𝐷  

och 𝑃3 = (1,−1) ∈ 𝐷 
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• För 𝑥 = −1⁡ger (ekv.2) följande  0 = −1 ⋅ (1 − 𝑦)(1 + 𝑦) ⟺ 𝑦 = ±1 som ger 𝑃4 = (−1,1) ∈ 𝐷  

och 𝑃5 = (−1,−1) ∈ 𝐷 

 

 

• Vi tittar nu på randpunkter: 

𝐷𝛾 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥2 + 𝑦2 =
1

4
}, för 𝑟 =

1

2
 blir det polära koordinater {

𝑥 =
1

2
𝑐𝑜𝑠𝜑

𝑦 =
1

2
𝑠𝑖𝑛𝜑

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋. 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓 (
1

2
𝑐𝑜𝑠𝜑,

1

2
𝑠𝑖𝑛𝜑) = 𝑔(𝜑) =

1

4
𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑 ∙ 𝑒−⁡⁡

1
8 =

1

8
sin⁡(2𝜑) ∙ 𝑒−⁡⁡

1
8 

 

𝑔(𝜑) =
1

8
sin⁡(2𝜑) ∙ 𝑒−⁡⁡

1

8  (obs: alltid lättare att jobba med en funktion av en variabel) 

 

  𝑔`(𝜑) =
1

4
cos⁡(2𝜑) ∙ 𝑒−⁡⁡

1

8 ⟹ 𝑔`(𝜑) = 0 ⟺ cos(2𝜑) = 0 ⟺ 2𝜑 =
𝜋

2
+ 𝑛𝜋 ⟺ 𝜑 =

𝜋

4
+

𝜋

2
𝑛 

  

Ty ⁡0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋  och 𝑛 ∈ ℕ blir bara följande vinklar av intresse: 

𝑛 = 0⁡⁡⁡𝑔𝑒𝑟⁡⁡𝜑 =
𝜋

4
 

𝑛 = 1⁡⁡⁡𝑔𝑒𝑟⁡⁡𝜑 =
3𝜋

4
 

𝑛 = 2⁡⁡⁡𝑔𝑒𝑟⁡𝜑 = ⁡
5𝜋

4
 

𝑛 = 4⁡⁡⁡𝑔𝑒𝑟⁡⁡𝜑 =
7𝜋

4
 

För respektive 𝜑 fås nya punkter på randen av intresse: 

 

𝑓(1,1) =
1

𝑒
⁡⁡⁡,⁡⁡⁡𝑓(1,−1) = −

1

𝑒
 

𝑓(−1,1) = −
1

𝑒
⁡⁡⁡,⁡⁡⁡𝑓(−1,−1) =

1

𝑒
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✓ 𝜑 =
𝜋

4
 ger 𝑃6 = (𝑥, 𝑦) = (

1

2
𝑐𝑜𝑠

𝜋

4
,
1

2
𝑠𝑖𝑛

𝜋

4
) = (

1

2√2
,

1

2√2
) ⟹

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑓 (
1

2√2
,

1

2√2
) = 𝑔 (

𝜋

4
⁡) =

1

8
sin (2 ∙

𝜋

4
⁡) ∙ 𝑒−⁡⁡

1

8 =
1

8
𝑒−⁡⁡

1

8 

 

Alltså 𝑓 (
1

2√2
,

1

2√2
) =

1

8
𝑒−⁡⁡

1

8 

✓ 𝜑 =
3𝜋

4
 ger 𝑃7 = (−

1

2√2
,

1

2√2
) ⟹ 𝑓 (−

1

2√2
,

1

2√2
) = 𝑔 (

3𝜋

4
⁡) = −

1

8
𝑒−⁡⁡

1

8 

 

Alltså 𝑓 (−
1

2√2
,

1

2√2
) = −

1

8
𝑒−⁡⁡

1

8 

 

✓ 𝜑 =
5𝜋

4
 ger 𝑃8 = (−

1

2√2
, −

1

2√2
) ⟹ 𝑓 (−

1

2√2
, −

1

2√2
) = 𝑔 (

5𝜋

4
⁡) =

1

8
𝑒−⁡⁡

1

8 

 

Alltså 𝑓 (−
1

2√2
, −

1

2√2
) =

1

8
𝑒−⁡⁡

1

8 

✓ 𝜑 =
7𝜋

4
 ger 𝑃9 = (

1

2√2
, −

1

2√2
) ⟹ 𝑓 (

1

2√2
, −

1

2√2
) = 𝑔 (

7𝜋

4
⁡) = −

1

8
𝑒−⁡⁡

1

8 

 

Alltså 𝑓 (
1

2√2
, −

1

2√2
) = −

1

8
𝑒−⁡⁡

1

8 

 

• Till sist måste vi ta häsnyn till att 𝐷 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥2 + 𝑦2 ≥
1

4
}  är inte begränsad.  

Vad händer om 𝑟 ⟶ ∞?⁡⁡⁡ 

 

lim
𝑟⟶∞

𝑓(𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜑) = lim
𝑟⟶∞

𝑟2𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑 ∙ 𝑒−
𝑟2

2 = lim
𝑟⟶∞

𝑟2

𝑒
𝑟2

2

∙ 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑 = [

𝑟2

𝑒
𝑟2

2

⟶ 0

𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑⁡⁡ä𝑟⁡𝑏𝑒𝑔𝑟ä𝑛𝑠𝑎𝑑

] = 0  

 

Detta medför att om 𝑟 väljs tillräckligt stort så är värdet 𝑓(𝑥, 𝑦) så nära 0 att det är mindre än det stösta värdet 

och större än minsta värdet av 𝑓(𝑥, 𝑦) på hela 𝐷. 

 

Slutlingen jämför vi funktionsvärdena i de möjliga punkter, som vi far fått: 

 

𝑓(1,1) =
1

𝑒
⁡⁡⁡,⁡⁡⁡𝑓(1, −1) = −

1

𝑒
    ,   𝑓(−1,1) = −

1

𝑒
⁡⁡⁡,⁡⁡⁡𝑓(−1,−1) =

1

𝑒
 

𝑓 (
1

2√2
,

1

2√2
) =

1

8
𝑒−⁡⁡

1

8   ,   𝑓 (−
1

2√2
,

1

2√2
) = −

1

8
𝑒−⁡⁡

1

8⁡⁡⁡⁡,   𝑓 (−
1

2√2
, −

1

2√2
) =

1

8
𝑒−⁡⁡

1

8⁡⁡⁡,   𝑓 (
1

2√2
, −

1

2√2
) = −

1

8
𝑒−⁡⁡

1

8 

 

Största värdet = 𝑓(1,1) = 𝑓(−1, −1) =
1

𝑒
 

Minsta värdet = 𝑓(−1,1) = 𝑓(1, −1) = −
1

𝑒
 

 

Svar: Största värdet = 𝑓(1,1) = 𝑓(−1, −1) =
1

𝑒
   ,   Minsta värdet = 𝑓(−1,1) = 𝑓(1, −1) = −

1

𝑒
 

Obs: fortsätt titta på nästa sida för lite extra kommentarer       
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Obs:  

att jämföra   
1

𝑒
   med    

1

8
𝑒−⁡⁡

1

8    

(t.ex.  respektive tal tas upphöjt till 8 för att det blir enlare att jämföra) 

(
1

𝑒
⁡⁡⁡)

8

=
1

𝑒8   och  ⁡(⁡
1

8
𝑒−⁡⁡

1

8⁡⁡)
8

=
1

88 𝑒−⁡⁡1 =
1

88𝑒
    

(respektive tal multipliceras med 𝑒 …) 

1

𝑒8 ∙ 𝑒 =
1

𝑒7    och ⁡⁡
1

88𝑒
∙ 𝑒 = 

1

88   

Nu ställer vi oss frågar hur förhåller sig  
1

𝑒7   till   
1

88   

Vi vet att 𝑒7 < 88 ( obs: 𝑒 < 8 ) och detta medför att 
1

𝑒7 >
1

88 ⟺  
1

𝑒
>

1

8
𝑒−⁡⁡

1

8  , så utan tvekan 
1

𝑒
 är det största talet 

här. 

 


