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Definition

Vi sager att P implicerar Q och skriver P = @ nar pastdendet P medfér pastdendet @, med
andra ord, om P &r sant sd ar Q ocksa sant.
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Definition
Vi sager att P implicerar Q och skriver P = @ nar pastdendet P medfér pastdendet @, med
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"Solen ar uppe” = "Det ar ljust ute"”

Definition
Vi sager att P implicerar Q och skriver P = @ nar pastdendet P medfér pastdendet @, med
andra ord, om P &r sant sd ar Q ocksa sant.

Ska fragetecknet ersittas med < eller =7
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Definition

Om P = @ och P < Q sa sager vi att pastdendena ar ekvivalenta och vi skriver P < Q.
Ekvivalenta pastdenden betyder exakt samma sak.
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"Klockan ar 20.00" < "Det ar 4 timmar till midnatt”

Definition
Om P = Q och P <« @ sa sager vi att pastdendena ar ekvivalenta och vi skriver P < Q.
Ekvivalenta pastdenden betyder exakt samma sak.

IX+1=74+x & 2x+1=7 & 2x=6 & x=3.

$B=x & x}-x=0& x(x*-1)=0 & x(x+1)(x—1)=0
& x=0eller x =1eller x = —1.

Tecknen =, <=, < kan endast std mellan pdstdenden, aldrig mellan tal eller uttryck!
Man kan inte skriva 2 +5 & 7 eller 3 +2 & X3i6.
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Uttryck och ekvationer

Forenkla lf:f — x, och avgor for vilka x som uttrycket ar definierat.

x—4
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Uttryck och ekvationer

x—2

Forenkla

L X och avgor for vilka x som uttrycket ar definierat.
o

For att uttrycket ska vara definierat far ingen namnare vara 0, s3 dels maste vi ha x # 4, och
dels 1+ 5 4 # 0, vilket ger x # 3. Uttrycket ar alltsd definierat for alla x utom fér x = 4 och
for x = 3.
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Uttryck och ekvationer

Forenkla —X=2— — x, och avgér for vilka x som uttrycket ar definierat.

I+

For att uttrycket ska vara definierat far ingen namnare vara 0, s3 dels maste vi ha x # 4, och
dels 1+ 5 4 # 0, vilket ger x # 3. Uttrycket ar alltsa definierat for alla x utom fér x = 4 och

forx-3

x—2 x—2 x—2 (x —2)(x —4)
—_— = V—— — X = —_ X = —
N = EI R, = x=3

_x2—6x—|—8_x2—3x_x2—6x+8—X2+3x_—3x+8
N x—3 x—3 x—3 - x—3
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Uttryck och ekvationer

Lat g(x) = ’f__??. Los ekvationen g(x) = 0.
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Uttryck och ekvationer

Lat g(x) = %. Los ekvationen g(x) = 0.

Vi har g(x) = % = x + 3 férutsatt att x # 3 (for 3 4r odefinierat). S& ekvationen har
endast l6sningen x = —3.
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Kvadratkomplettering

Los ekvationen x? — 4x — 5 = 0 genom att kvadratkomplettera vinsterledet.
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Kvadratkomplettering

Los ekvationen x? — 4x — 5 = 0 genom att kvadratkomplettera vinsterledet.

x?—4x—-5=(x—-2)2-4-5=(x—-2)2-9=0
S(x—2P2=9ex-2=43x=2+3& x=—1ellerx=5.
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Kvadratkomplettering

Los ekvationen x? — 4x — 5 = 0 genom att kvadratkomplettera vinsterledet.

x?—4x—-5=(x—-2)2-4-5=(x—-2)2-9=0
S(x—2P2=9ex-2=43x=2+3& x=—1ellerx=5.

Alternativt: x2 —4x —5=(x—2)2-9=(x—-2)2-32=((x—2)+3)((x —2) - 3) =
(x+1)(x—=5)=0«< x=—1eller x =5.
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Kvadratkomplettering

Uppgift

Los ekvationen x? — 4x — 5 = 0 genom att kvadratkomplettera vinsterledet.

x?—4x—-5=(x—-2)2-4-5=(x—-2)2-9=0
S(x—2P2=9ex-2=43x=2+3& x=—1ellerx=5.

Alternativt: x2 —4x —5=(x—2)2-9=(x—-2)2-32=((x—2)+3)((x —2) - 3) =
(x+1)(x—=5)=0«< x=—1eller x =5.

Foljdfraga

Vilket ar det minsta virdet som x2 — 4x — 5 kan anta? For vilket x fis det minsta vardet?
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Kvadratkomplettering

Uppgift
Los ekvationen x? — 4x — 5 = 0 genom att kvadratkomplettera vinsterledet.

x?—4x—-5=(x—-2)2-4-5=(x—-2)2-9=0
S(x—2P2=9ex-2=43x=2+3& x=—1ellerx=5.

Alternativt: x2 —4x —5=(x—2)2-9=(x—-2)2-32=((x—2)+3)((x —2) - 3) =
(x+1)(x—=5)=0«< x=—1eller x =5.

Foljdfraga

Vilket ar det minsta virdet som x2 — 4x — 5 kan anta? For vilket x fis det minsta vardet?

x? —4x —5 = (x —2)2 — 9, s3 uttrycket antar sitt minsta virde —9 d3 x = 2.

Jonathan Nilsson (Linképings Universitet) Grunk Féreldsning 1 10/35



Definition

V/x kallas roten ur x, och ar det tal > 0 som multiplicerat med sig sjalv blir x.
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Definition

V/x kallas roten ur x, och ar det tal > 0 som multiplicerat med sig sjalv blir x.

V=3
V0.0l =01

25 _5
16— 4

\/—4 ar odefinierat!

\/x ar bara definierat dd x > 0, och d& ar /x > 0.
Vid ekvationslésning: x2 =3 & x = +/3.




En till andragradsekvation

Las ekvationen x2 = x + 1.
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Uppgift
Las ekvationen x2 = x + 1.




Ytterligare en andragradsekvation

Uppgift
Los ekvationen 4 — 6x — 2x2 = 0.
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Uppgift
Los ekvationen 4 — 6x — 2x2 = 0.

4 —6x —2x? = —2(x%> 4+ 3x — 2)




Ytterligare en andragradsekvation

Uppgift

Lés ekvationen 4 — 6x — 2x2 = 0.

4 —6x —2x% = —2(x%> +3x — 2)

X2 43x—2=(x+3)2 -3 -2=(x+3)2-90 -8 =(x+3)-Y=0e(x+3)2=(Y)7?
<:>x—|—%::|:%

@Xz—%i%

S X = 7_3_2‘/ﬁ eller x = 7_3+2ﬁ
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Uppgift
Los ekvationen x = —3 + /4x + 24.




Uppgift
Los ekvationen x = —3 + /4x + 24.

x=-3++V4x+24
S x+3=+4x+24
= (x +3)2 =4x + 24
& x2+6x+9=4x+24
& x242x—-15=0
S (x+1)2-16=0
& (x+1)% = 42
Sx+1=44
Sx=-1414
& x = 3 eller x = —5.




Uppgift
Los ekvationen x = —3 + /4x + 24.

x=-=-3+V4x+24
&S x+3=+v4x+ 24
= (x +3)2 =4x + 24
& x? +6x+9=4x+ 24
Sx24+2x—-15=0
S (x+1)2-16=0
& (x+1)% = 42
Sx+1=44
S x=-1+4
< x =3 eller x = —5.
Eftersom vi endast hade implikation i andra steget méaste vi testa vara lésningskandidater:
Da x = 3 blir ekvationen 6 = /12 + 24, alltsd 6 = 6 vilket ar sant, sa x = 3 |éser ekvationen.
D3 x = =5 farvi —2 = /—20 4 24, alltsd —2 = 2, s3 x = —b |dser ej ekvationen.
Svar: Ekvationen har endast l6sningen x = 3.
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Ekvationen y = %x — 1 beskriver en linje.

A
R




Ekvation for en linje

En (icke lodrat) linje kan skrivas p& form y = kx + m, dar k och m &r fixa tal.
k kallas linjens riktningskoefficient, den beskriver linjens lutning.
m beskriver var linjen skar y-axeln.




Uppgift
Ta fram ekvationen for den linje som gar genom punkterna (1, —2) och (3,5).




Uppgift
Ta fram ekvationen for den linje som gar genom punkterna (1, —2) och (3,5).

. __ skillnad i y-led _ 5—(=2) _ 7
Vihar k= Giiinadiscied = 31 = 2
Sa linjen har form y = %x + m. For att hitta m satter vi in den ena punkten (x,y) = (1,—-2) i
linjens ekvationen och far: —2 = % l+mem=-2- % = —12—1.

Svar: Linjens ekvation ar y = %x — %



Ekvationen x° 4 y? = 25 beskriver en cirkel med medelpunkt i origo och radie 5.

1Y)




Ekvationen x° 4 y? = 25 beskriver en cirkel med medelpunkt i origo och radie 5.

3)




Ekvation for en cirkel

Ekvationen for en cirkel med medelpunkt i (a, b) och radie r ar

(x—a)?+(y - by =r?

T T

y)




Ekvationen x2 + y? 4+ 7 — 6y + x = 0 beskriver en cirkel. Bestam dess medelpunkt och radie.




Ekvationen x2 + y? 47 — 6y + x = 0 beskriver en cirkel. Bestam dess medelpunkt och radie.

Vi kvadratkompletterar x- och y-termer separat:
X2+y?+7-6y+x=0&(x+3)2—1+(y—3)2-9+7=0
S (x+3)P+(y-372=7

& x=(=3)+-37=03)



Ekvationen x2 + y? 47 — 6y + x = 0 beskriver en cirkel. Bestam dess medelpunkt och radie.

Vi kvadratkompletterar x- och y-termer separat:
X2+y?+7-6y+x=0&(x+3)2—1+(y—3)2-9+7=0
S (x+3)P+(y-372=7

& (x=(=3))’+r-37=0(3)

Svar: Cirkelns medelpunkt &r (—3,3) och dess radie ar 3.



Hitta skarningspunkterna mellan linjen y = 2x — 3 och cirkeln x? + y? = 5.




Hitta skarningspunkterna mellan linjen y = 2x — 3 och cirkeln x? + y? = 5.

Vi satter in y fran den forsta ekvationen i den andra ekvationen:
24 (2x—3)2=5

& x?+4x —12x+9=5
©5x2—12x+4—0
o x? — 12x +
o (X _ g) 356
& (x—-g)°= 22
& X — 9 = :I:4
<:>x—2e||erx—%
Vi har alltsd tvd x-koordinater for skarningen, motsvarande y-koordinater fés via y = 2x — 3,
detta ger

).

Svar: Skarningspunkterna ar (2,1) och (£, —

+gg 0

[ fa



Linjen y = 2x — 3 och cirkeln x? 4+ y? = 5.

—
G
|
o=
N
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Definition
Ett polynom i variabeln x &r ett uttryck som kan skrivas pa formen

p(x) = a0 + arx + éJzX2 + a3x3 Qe o

dar koefficienterna a; ar givna reella tal.
Graden av polynomet ar hogsta forekommande exponent for x.




Definition
Ett polynom i variabeln x &r ett uttryck som kan skrivas pa formen

p(x) = ap + aix + azx2 + a3x3 4ot apx”

dar koefficienterna a; ar givna reella tal.
Graden av polynomet ar hogsta forekommande exponent for x.

x? — 3x + 8 ar ett polynom av grad 2

x190 4 7x + 3 &r ett polynom av grad 100

(x +1)3 — x3 ar ett polynom av grad 2 (polynomet kan férenklas till 3x2 4 3x + 1)
7 ar ett polynom av grad 0.

3x5 4 2x7 1 ar inte ett polynom.



Vanlig heltalsdivision:



Vanlig heltalsdivision:
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3 5+ 3
"Nar vi delar 17 med 3 ar kvoten 5 och resten 2"



Vanlig heltalsdivision:
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Notera att resten ar mindre an det vi delar med.



Vanlig heltalsdivision:
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3 5 + 3
"Nar vi delar 17 med 3 ar kvoten 5 och resten 2"
Notera att resten ar mindre an det vi delar med.

Polynomdivision:

2x34x2-5 __ —6x—8
v =2x+1+ 203



Vanlig heltalsdivision:

17 2
3 5+ 3
"Nar vi delar 17 med 3 ar kvoten 5 och resten 2"

Notera att resten ar mindre an det vi delar med.

Polynomdivision:

2x34x2-5 __ —6x—8
e e %

"Nar vi delar 2x3 + x2 — 5 med x2 + 3 ar kvoten 2x + 1 och resten —6x — 8”




Vanlig heltalsdivision:

7 _g 2
3 5 + 3
"Nar vi delar 17 med 3 ar kvoten 5 och resten 2"
Notera att resten ar mindre an det vi delar med.

Polynomdivision:

2x34x2-5 __ —6x—8
v =2x+1+ 203

"Nar vi delar 2x3 4+ x?> — 5 med x? + 3 &r kvoten 2x + 1 och resten —6x — 8"
Notera att graden av resten ar lagre an graden pa det vi delar med.



For att dividera p(x) med g(x) behéver vi hitta ett polynom k(x), kvoten, och ett polynom
r(x), resten, sa att

? = k(x) + rx) dar grad r(x) < grad g(x)

(x) q(x)’



For att dividera p(x) med g(x) behéver vi hitta ett polynom k(x), kvoten, och ett polynom
r(x), resten, sa att

@ = k(x) + @ dar grad r(x) < grad g(x)

q(x) q(x)’

Notera att ovanstaende kan skrivas om som

p(x) = k(x)q(x) + r(x), dar grad r(x) < grad q(x)



Vi dividerar 2x3 + x + 5 med x + 1:




Vi dividerar 2x3 + x + 5 med x + 1:




Vi dividerar 2x3 + x + 5 med x + 1:




Vi dividerar 2x3 + x + 5 med x + 1:

2x2
23 +x+5  |x+1
—(2x3 +2x?)




Vi dividerar 2x3 + x + 5 med x + 1:

2x2

23+ x+5 Ix +1
—(2x3 +2x?)

—2x2 +x+5




Vi dividerar 2x3 + x + 5 med x + 1:

2x% — 2x

23+ x+5 Ix +1
—(2x3 +2x?)

—2x2 +x+5




Vi dividerar 2x3 + x + 5 med x + 1:

2x2 — 2x

23 +x+5 [x +1
—(2x3 +2x?)

—2x2 +x+5
—(—2x2% —2x)




Vi dividerar 2x3 + x + 5 med x + 1:

2x% — 2x

23 +x+5 [x +1
—(2x3 +2x?)

—2x2 +x+5
—(—2x2% —2x)

3x+5




Vi dividerar 2x3 + x + 5 med x + 1:

2x2 —2x +3

23 +x+5 [x +1
—(2x3 +2x?)

—2x2 +x+5
—(—2x2% —2x)

3x+5




Vi dividerar 2x3 + x +5 med x + 1:

2x2 —2x +3

23+ x+5 [x +1
—(2x3 + 2x?)

—2x2 +x+5
—(—2x% —2x)

3x+5
—(3x+3)




Vi dividerar 2x3 + x + 5 med x + 1:

2x2 —2x +3

23 +x+5 [x +1
—(2x3 +2x?)

—2x2 +x+5
—(—2x% — 2x)

3x+5
—(3x+3)

2

S3 kvoten dr 2x2 — 2x + 3 och resten ar 2, allts3

2x3 5 2
w:2x2—2x+3+T

x+1 x+1



x—1 (x+1)-2 x+4+1 -2 - -2
x+1 x+1 Cox+1 x+1 x+1

S8 nar x — 1 delas med x + 1 s3 ar kvoten 1 och resten —2.




Ett polynom p(x) kan faktoriseras som p(x) = (x — a)q(x) (dar g(x) &r ett annat polynom)
om och endast om p(a) = 0.




Ett polynom p(x) kan faktoriseras som p(x) = (x — a)q(x) (dar g(x) &r ett annat polynom)
om och endast om p(a) = 0.

Exempel: p(x) = x> — x uppfyller p(1) = 0, och p(x) = (x — 1)(x? + x).



Ett polynom p(x) kan faktoriseras som p(x) = (x — a)q(x) (dar g(x) &r ett annat polynom)
om och endast om p(a) = 0.

x) = (x — 1)(x* + x).

Exempel: p(x) = x3 — x uppfyller p(1) =0, och p(x

Notera att om p(x) = (x — a)q(x) sa kan g(x) = p(x) hittas med polynomdivision - resten ska
da bli noll.



Vi ska visa att p(a) =0 < p(x) = (x — a)q(x).



Vi ska visa att p(a) =0 < p(x) = (x — a)q(x).

Den ena implikationen (<) ar enkel:
Om p(x) = (x — a)qg(x) sa tar vi bara x = a och far p(a) = (a — a)g(a) =0 g(a) = 0.



Bevis for faktorsatsen (bonus)

Vi ska visa att p(a) =0 < p(x) = (x — a)q(x).

Den ena implikationen (<) ar enkel:
Om p(x) = (x — a)q(x) sa tar vi bara x = a och far p(a) = (a — a)g(a) =0- g(a) = 0.

| andra riktningen (=): Vi kan dividera p(x) med x — a med liggande stolen och fa ut g(x)
och r(x) sa att p(x) = (x — a)q(x) + r(x), dar graden pa r(x) ar mindre &n graden p3 x — a.
Alltsa ar r(x) en konstant, och vi har p(x) = (x — a)g(x) + b. Nu tar vi x = a och far

p(a) = (a— a)qg(a) + b < 0 = b, dir vi i sista steget anvande att p(a) = 0. Detta visar att
p(x) = (x — a)g(x). Vi har nu visat att de tva pastdendena implicerar varandra, och darfor ar
de ekvivalenta. Beviset &r klart.
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Faktorisering

Faktorisera polynomet p(x) = 4x3 — 13x + 6 fullstandigt.
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Faktorisering

Uppgift
Faktorisera polynomet p(x) = 4x3 — 13x + 6 fullstandigt.

Vi berdknar p(0) =6, p(1) = =3, p(—1) =15, p(2) = 12, p(—2) =0,
sa p(x) = (x +2)g(x), vi hittar g(x) genom att dela p(x) med x + 2:
4x%2 —8x +3
4x3 —13x +6  |[x+2
—(4x3 + 8x?)
—8x?> —13x+6
—(—8x2 — 16x)
3x +6
—(3x+3)
0

Sa p(x) = (x +2)(4x® — 8x + 3).

Jonathan Nilsson (Linképings Universitet) 32/35
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Vi faktoriserar nu den hégra faktorn 4x2 — 8x + 3 med kvadratkomplettering.
4x% — 8x + 3 = 4(x? —2x+%) :4((x—1)2—1+%) =4((x —1)% - %) =4((x — 1)2—(%)2)
=4((x = 1) = (x = 1) +3) = 4x = )(x — 3).

Slutsats: p(x) = 4x> — 13x + 6 = 4(x + 2)(x — 3)(x — 3), vilket ocksa kan skrivas
p(x) = (x+2)(2x —3)(2x — 1)



Lista med tecken och notation

Notation Betydelse Exempel

N Naturliga tal 1,2,3,... (vissa kallar dven 0 naturligt)

Z Heltal .,—2,-1,0,1,2,.

Q Rationella tal %, %, 0.174

R Reella tal 5,m,+/2 "alla tal pa tallinjen”

C Komplexa tal  i,2 —3i,v2+ i

€ Tillhor x € Z, "x ar ett heltal”

C Delmangd N C Z "de naturliga talen ar en delmangd av heltalen”
[a, b] Slutet intervall [0, 1], alla tal mellan 0 och 1, inklusive dndpunkterna
la, b] Oppet intervall  ]2,5[, alla tal strikt mellan 2 och 5

{x € A| ...} Magdnotation {x € N|x &r udda}, mangden udda positiva heltal

= Implikation x =2 = x? =4, vinstra pastiendet medfér det hogra
& Ekvivalens 2x+3 =5 & x =1, pastdendena betyder exakt samma sak
3 Det existerar dx € Z : x > 1000, det finns ett heltal stérre an tusen
v For alla ¥x € R : x2 >0, kvadraten av varje reellt tal ar > 0

Jonathan Nilsson (Linképings Universitet)
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