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Lat p(z) vara ett polynom, och antag att « &r ett nollstalle till p(z), alltsd att p(«) = 0. Da
finns det ett polynom q(z) s& att p(z) = (z — a)q(z). Eller mer kortfattat:

pla) =0 < p(z) = (z - a)q(z2).

Polynomet q(z) hittas genom att dividera p(z) med z — .
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finns det ett polynom q(z) s& att p(z) = (z — a)q(z). Eller mer kortfattat:

pla) =0 < p(z) = (z - a)q(z2).

Polynomet q(z) hittas genom att dividera p(z) med z — .

Notera: om vi bara jobbar med reella tal s& gar vissa polynom inte att faktorisera till
forstagradsfaktorer: p(z) = z? 4 1 saknar ju exempelvis nollstllen.



Lat p(z) vara ett polynom, och antag att « &r ett nollstalle till p(z), alltsd att p(«) = 0. Da
finns det ett polynom q(z) s& att p(z) = (z — a)q(z). Eller mer kortfattat:

pla) =0 < p(z) = (z - a)q(z2).

Polynomet q(z) hittas genom att dividera p(z) med z — .

Notera: om vi bara jobbar med reella tal s& gar vissa polynom inte att faktorisera till
forstagradsfaktorer: p(z) = z? 4 1 saknar ju exempelvis nollstllen.
Men om vi jobbar med komplexa tal &r z = j och z = —i nollstallen, s& med faktorsatsen far vi

p(z) = (z+i)(z = ).



Ett andragradspolynom har normalt tva nollstéllen, men ibland hinder det att nollstallena
sammafaller:

p(x) =2z> =11z 430 = (z — 5)(z — 6) q(z) =2 —624+9=(z—3)
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sammafaller:
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Har sager vi att nollstéllet 3 till g(z) har multiplicitet 2.



Ett andragradspolynom har normalt tva nollstéllen, men ibland hinder det att nollstallena
sammafaller:

p(x) =2z> =11z 430 = (z — 5)(z — 6) q(z) =2 —624+9=(z—3)

Har sager vi att nollstéllet 3 till g(z) har multiplicitet 2.

Definition

Om p(z) ar ett nollskilt polynom, och om « &r ett nollstélle till p(z), sa definieras
multipliciteten av nollstallet o som det heltal n sa att p(z) = (z — «)"k(z), dar k(z) &r ett
polynom och k(«a) # 0.




Nollstallen och multiplicitet

Ett andragradspolynom har normalt tva nollstallen, men ibland hander det att nollstallena
sammafaller:

p(x) =2z°> —11z2+30 = (z — 5)(z — 6) q(z) = 2> =624+ 9 = (z - 3)?

Har sager vi att nollstallet 3 till g(z) har multiplicitet 2.

Om p(z) ar ett nollskilt polynom, och om « &r ett nollstélle till p(z), sa definieras
multipliciteten av nollstillet & som det heltal n sa att p(z) = (z — a)"k(z), dar k(z) ar ett
polynom och k(«a) # 0.

Exempel: Polynomet p(z) = z3(z + 2)%(z — 6)? har tre olika nollstallen.

Nollstallet 0 har multiplicitet 3, nollstallet —2 har multiplicitet 5, och nollstallet 6 har
multiplicitet 2.

Aven om p(z) bara har tre olika nollstillen, sa siger vi att p(z) har 10 nollstillen riknat med
multiplicitet.
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Ett polynom med grad n > 1 har n stycken nollstallen i C, rdknat med sin multiplicitet.




Ett polynom med grad n > 1 har n stycken nollstallen i C, rdknat med sin multiplicitet.

Varje polynom p(z) kan faktoriseras fullstandigt 6ver C; det finns komplexa tal a och
ai,...,an, dar n ar polynomets grad, sd att

p(z) = alz — an)(z — @) -+ (z - an)




Ett polynom med grad n > 1 har n stycken nollstallen i C, rdknat med sin multiplicitet.

Varje polynom p(z) kan faktoriseras fullstandigt 6ver C; det finns komplexa tal a och
ai,...,an, dar n ar polynomets grad, sd att

p(z) = alz — an)(z — @) -+ (z - an)

Exempel:

2x% — 2x% = 2x2(x + 1)(x — 1)(x + i)(x — i)

A Hd=z-1Q+i)z-Q=D)z+ @ -))(z+(1+1))
x3+3x2+3x+1=(x+1)3



Hur faktoriserar man polynom
av grad 3 och hogre?
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Precis som vi har "pg-formeln” for andragradsekvationer finns det formler fér hur man léser
tredje och fjardegradsekvationer.

Tartaglia, Cardano, Ferrari
[talien, 1500-talet.



Formel for tredjegradsekvationen ax3 + bx? + cx + d = 0:
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Formel for fjardegradsekvationen x* + ax3 + bx? + cx 4+ d = 0:
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Evariste Galois, 1811-1832 och Niels Henrik Abel, 1802-1829



Evariste Galois, 1811-1832 och Niels Henrik Abel, 1802-1829

Abel och Galois bevisade att ingen sddan formel kan finnas.



| var kurs

Hitta ett nollstille & genom att gissa, och dividera polynomet med x — . Upprepa tills graden
ar < 3.

Faktorisera p(x) = x3 + x? — 2x — 2 fullstandigt.
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| var kurs

Hitta ett nollstdlle & genom att gissa, och dividera polynomet med x — . Upprepa tills graden
ar < 3.

Faktorisera p(x) = x3 + x? — 2x — 2 fullstandigt.

Vi sétter in ett par varden pd x: p(0) = =2, p(1) = =2, p(—1) = 0, hér hittade vi ett
nollstélle, s& p(x) ar delbart med x + 1. Polynomdivision ger att

p(x) = (x +1)(x® — 2) = (x + 1)(x + v/2)(x — v/2). Den andra faktorn kan faktoriseras med
kvadratkomplettering, vi far p(x) = (x + 1)(x + v2)(x — V/2).
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Antag att ett polynom har reella koefficienter, och att « ar ett komplext nollstalle. D3 ar
aven @ ett nollstille.




Antag att ett polynom har reella koefficienter, och att « ar ett komplext nollstalle. D3 ar
aven @ ett nollstille.

Bevis: Antag att p(x) = apx" + -+ + axx? + a1x + ag, och att p(a) = 0. D3 &r
p(@) = a,a" + - + apa® + ai@ + ap

= a,0" + -+ @0l + aja@+ap = a,a" + - - - + aa? + ara + @

=apa"+ -+ aa? +aja+ap = p(a) =0=0.




Antag att ett polynom har reella koefficienter, och att « ar ett komplext nollstalle. D3 ar
aven @ ett nollstille.

Bevis: Antag att p(x) = apx" + -+ + axx? + a1x + ag, och att p(a) = 0. D3 &r
p(@) = a,a" + - + apa® + ai@ + ap

= a,0" 4 -+ a2 4+ aj@ + a9 = 3,07 + -+ a0 + a;a+ @

=apa"+ -+ aa? +aja+ ag = p(a) =0=0.

Antag att p(x) = x" + - - 4+ a1x + ag endast har heltal som nollstéllen. D4 &r varje nollstalle
en faktor till ag.




Antag att ett polynom har reella koefficienter, och att « ar ett komplext nollstalle. D3 ar
aven @ ett nollstille.

Bevis: Antag att p(x) = apx" + -+ + axx? + a1x + ag, och att p(a) = 0. D3 &r
p(@) = a,a" + - + apa® + ai@ + ap

= a,0" 4 -+ a2 4+ aj@ + a9 = 3,07 + -+ a0 + a;a+ @

=apa"+ -+ aa? +aja+ ag = p(a) =0=0.

Antag att p(x) = x" + - - 4+ a1x + ag endast har heltal som nollstéllen. D4 &r varje nollstalle
en faktor till ag.

Bevis: Om p(x) = (x — 1) - -+ (x — ap) dér «; ar heltal, s& blir konstanttermen ajao - - - ap.
Anvindning: Med p(x) = x3 + x? — 17x + 15 4r konstanttermen 15, s nar vi gissar rotter kan
det vara smart att bérja med delarna till 15: +1, 43, £5. (p(x) = (x +5)(x — 3)(x — 1))



Los ekvationen z* — 323 + 222+ 22 — 4 = 0.




Uppgift
Los ekvationen z* — 323 4222+ 22— 4 =0.

Polynomet p(z) i vansterledet har reella koefficienter, vi forsoker gissa ett par rotter och ser
att z = —1 och z = 2 Iéser ekvationen. Darfor ar bade (z + 1) och (z — 2) faktorer i p(z), sa
p(z) ar delbart med (z + 1)(z — 2) = z2 — z — 2. Polynomdivision ger att

p(z) = (z +1)(z — 2)(2% — 2z + 2). Fér att faktorisera andragradsfaktorn ytterligare kan vi
anvinda standardmetoden for l6sningar av andragradsekvationer, men i det har fallet ar det
ganska enkelt att se att 22 — 2z +2=(z—-1)2+1=(z—- 12— i?=(z—1—i)(z—1+1).
Slutsats: Vansterledet ar (z+ 1)(z —2)(z — 1 —i)(z — 1 + i), s& ekvationen har fyra
l6sningar: z € {—1,2,1+i,1—i}.
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Vad far man nar man expanderar
(a+ b)"?

Kan man skriva det med en summasymbol?

Jonathan Nilsson (Linképings Universitet) Grunk Féreldsning 4 16 / 26



(a+b)0 = 1



(a+b)0 =
(a+ b)l = :
a+b



(a+b)0 =
(a+b)! = 1
(a+b)? = 2 P

a’? +2ab + b?



(a+b)0 =
(a+b)! = 1
(a+b)? = P
(a+b)3: ; a% + 2ab + b?
a® + 3a’b + 3ab®> + b3



(a+b)0 = 1

(a+ b)t = a+b

(a+ b)? = a’> + 2ab + b?
(a+b)d = a®+3a%b +3ab® + b*
(a+b)* = a* +4a3b + 6a°b? + 4ab3 + b*



(a+b)°
(a+b)!
(a+ b)?
(a+b)3
(a+ b)*
(a+b)°

1
a+b
a® + 2ab + b?
a® +3a%b + 3ab® + b3
a* + 4a%b + 6a%b? + 4ab® + b*
a® + 5a*b + 10a%h? + 10a°b% + bab* + b°



(a+b)0 =
(a+b)! = ,
(a+b)? = 2 P
(a+b)3: ; a% + 2ab + b?
a® + 3a’b + 3ab®> + b3

(a+ b)* a* + 42 2
o o a’b + 6a°b* + 4ab* + b*
e a*b + 10a°p% + 10a°b3 4
)0 = a°+6a°b + 15a*h> b e
a*h? 4+ 20a°b% + 15a2°b* + 6ab® + b°



1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35, 3, 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1



Definition

For positiva heltal n definierar vi n! (uttalas n-fakultet) som produkten av alla naturliga tal
upp till och med n:
n=1-2-3---n.




Definition
For positiva heltal n definierar vi n! (uttalas n-fakultet) som produkten av alla naturliga tal
upp till och med n:

n=1-2-3...n.

Exempel:
31=1-2-3=6 5l=1-2.3.4.5=120 10! = 3628800



Definition
For positiva heltal n definierar vi n! (uttalas n-fakultet) som produkten av alla naturliga tal
upp till och med n:

n=1-2-3...n.

Exempel:
31=1-2-3=6 5l=1-2.3.4.5=120 10! = 3628800

100! 1-2----97-98-99-100
98l 1.-2....97-.98

=09 -100 = 9900



Definition

For positiva heltal n definierar vi n! (uttalas n-fakultet) som produkten av alla naturliga tal
upp till och med n:

nl=1-2-3---n.
Exempel:
31=1.-2-3=6 5/ =1.2-3-4.5=120 10! = 3628800
1000 1-2----97-98-99-100
o8l ~  1.2...97.08 09-100=19900
Observera:

¢ 0! definieras som 1
© n! ar antalet satt som n personer kan ordnas i en ko



Definition

Vi definierar binomialkoefficienten (}), som utlases "n 6ver k", som (}) = Wlk)'




Definition

Vi definierar binomialkoefficienten (}), som utlases "n 6ver k", som (}) = Wlk)'

Exempel:

| | .0.
(4)2 41 24=6 <10> 10.:1098:10'3'4:120

7]~ 713 3.2



Definition

Vi definierar binomialkoefficienten (}), som utlases "n 6ver k", som (}) = Wlk)'

Exempel:

4 41 24 10\ 10! 10-9-8

(2) “2@-2) 22 ° <7> T3 3 03I
Observera:

o For att fakulteterna ska vara definierade kravs att n > k > 0
n | _ n
(0= K(n- :—kj‘! = (%)

c (@) =1=() och ({) =n=("y)
* (}) ar antalet olika satt att bland n stycken objekt, valja ut exakt k stycken






1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35, 3, 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1



For n=0,1,2,3,... har vi




For n=0,1,2,3,... har vi

(a+b)"= Xn: (Z) a"kpk,

k=0

Exempel:

4
4 _ A\ akpk (AN a0 () 3 (A 22 ()13 [4)0p
(a+b)—kzzo<ka b—oab+1ab+2ab+3ab+4ab

= a* + 42%b + 62°b% + 4ab® + b*.



Exempel

Utveckla (2x — y)* med hjilp av binomialsatsen.

10 I 26
|| 0 9 9 28 ,l§ |‘l7n
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Exempel

Uppgift
Utveckla (2x — y)* med hjilp av binomialsatsen.
(2x = y)* = (2x + (=) = Th=o (D (2¥)* K (=y)*
= ()2 (=) + (2P0 + )2 (—y)* + () (—y)* + () (2x)°(~»)*
=1-16x* —4-8x3y +6-4x%y?2 —4-2xy3 +1-y*
= 16x* — 32x3y + 24x2%y? — 8xy3 + y*
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Exempel

Vad blir koefficienten for x* i (3x — 1/2)10?

a7 15 =

20 1)
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Exempel

Uppgift
Vad blir koefficienten fér x* i (3x — /2)10?

0 (10 10—k p
(3x — \@) = Z (3x) (—\[2)

oo \ K
Har ser vi att den term dar exponenten for x ar 4 motsvarar k = 6, den termen ar

(160> (3x)1070(—v/2)® = %34%‘23 = Lf‘?m -8x* =210 - 648x* = 136080x*.

Svar: Koefficienten for x* i (3x — +/2)!0 ar 136080.
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