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Sammanfattning av mittkursvarderingen

Overlag var ni mycket ndjda mer kursen
Forelasningarna

Kombinationen slides+tavelrdkningar uppskattas

Bra att jag raknar i lugnt tempo pa tavlan

Bra att kunna repetera med slides efterdt hemma

Det kan ga for snabbt pa slides ibland i teorigenomgangen

Lektioner

Lagom balans genomgang/rakning

Vissa tycker listan med rekommenderade uppgifter kan forbattras
Handledningspass och inlamningsuppgifter

Ni &r néjda med Martin

Rattning och komplettering fungerar bra

Uppskattat att det finns tid att arbeta med inlamningsuppgifter

Ni tycker inlamningsuppgifterna ar larorika
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Vad ar en funktion?
Funktionsinvers

Kurvritning
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Del |




Definition
En funktion f bestar av en definitionsmangd Dy, en malmangd M, och en entydig regel som
for varje x i Dr tilldelar ett varde f(x) i M. Vi skriver f : Dy — M for att markera

definitionsméangd och mélmangd.
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En funktion f bestar av en definitionsmangd Dy, en malmangd M, och en entydig regel som
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Definition

En funktion f bestar av en definitionsmangd Dy, en malmangd M, och en entydig regel som
for varje x i Dr tilldelar ett varde f(x) i M. Vi skriver f : Dy — M for att markera
definitionsméangd och mélmangd.

Exempel:

f:R — R dar f(x) = x? ar en funktion. Exempelvis har vi f(—2) = 4
x2 nar0<x<3

ir en funktion. s(1/5) = 5 och s(7) = 1.
1 annars

£ {@.9.0}-{@.I0} drg(@)=, =@ @)=

h: {alla djur} — Z, dar h(x) = antal ben pa x. Exempelvis: (") = 8 och h(;) =0

s:R—)Rdérs(x):{



© Att y = f(x) kan ocksa skrivas f : x — y. Vi sager att "f avbildar x pa y" eller "f av x
ar y" eller "f skickar x till y"
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© Att y = f(x) kan ocksa skrivas f : x — y. Vi sager att "f avbildar x pa y" eller "f av x
ar y" eller "f skickar x till y"

¢ | den har kursen kommer malméangden att vara R

¢ ...och definitionsmangden kommer att vara en delméangd till R



Lat f(x) = x dar Df = R och 1at g(x) = x? dar D, = [0, 0o[. Detta ar olika funktioner.

— () =24 | —a()=x2 |




Naturlig definitionsmangd

Om inte D anges for en regel f ska det tolkas som att Ds ar den stdrsta mojliga delméngd av
R dar regeln fungerar. Detta kallas ibland for den naturliga definitionsméngden.

Ange definitionsmangd till var och en av

F(x) = VX =5+ 21, och g(x) = %% + L
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Naturlig definitionsmangd

Om inte D anges for en regel f ska det tolkas som att Ds ar den storsta mojliga delméngd av
R dar regeln fungerar. Detta kallas ibland for den naturliga definitionsmangden.
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Naturlig definitionsmangd

Om inte D anges for en regel f ska det tolkas som att Ds ar den storsta mojliga delméngd av
R dar regeln fungerar. Detta kallas ibland for den naturliga definitionsmangden.

Ange definitionsm'éngd till var och en av

f(x)=+vx =5+ 715 och g(x)= % + AL

={x € R|x >5och x # 7}. Kan ocksa skrivas Dr = [5, 7[U]7, oo].
Dy ={xeR| —2<x<2och x # £1}.
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Definition

Vardemangden foér en funktion f ar Vi = {f(x) | x € Dr}, eller informellt i ord "alla varden
som funktionen kan ge”.

Vilka ar vardemangderna for funktionerna nedan?
f:R— Rdir f(x) =x?> = V;=][0,00].

h:[-2,1] — R dir h(x) = x> = V,, =10,4].

£:{9,9,0} - {@,9,0}, dirg(@) =2, g(Y)=9, g@) =29
= Vg={9, 9}



Exempel

Ange vardemingden till f(x) =3 + -1
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Exempel

.. . . 1
Ange vardemangden till f(x) =3 + =5

Vi noterar att x # 2. Vi sitter y = f(x), alltsa
y=3+ i
Sy—3= X—12
<:>y13 :x—2ochy7é3
S x=2 +5 3 ochy #3
Sa for alla y utom 3 sa finns det ett x s att f(x) =y
Slutsats: V¢ =R\ {3}.
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Sammansattning

Lat f(x) = x2 och g(x) = x + 1. Berdkna f(g(x)) och g(f(x)).
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Sammansattning

Lat f(x) = x2 och g(x) = x + 1. Berikna f(g(x)) och g(f(x)).

flg(x) =f(x+1)=(x+1)?> =x2+2x + 1.
g(f(x)) =g(x*) =x*+1
Notera att resultaten blir olika, ordningen spelar roll.
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Sammansattning

Lat f(x) = x2 och g(x) = x + 1. Berikna f(g(x)) och g(f(x)).

flg(x) =f(x+1)=(x+1)?> =x2+2x + 1.
g(f(x)) =g(x*) =x*+1
Notera att resultaten blir olika, ordningen spelar roll.

Av f(x) och g(x) kan vi bilda deras sammansattning f o g, denna nya funktion &r definierad
som (f o g)(x) = f(g(x)).

Observera att for att f o g ska fa en icketom definitionsmangd kravs att V ligger i (eller
atminstone skar) Dy.
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Antag att f: A— Bochg: B — C.




Antag att f: A— Bochg:B— C. Dafarvigof: A— C.

gof

D




Antag att f : A— Bochg: B— C.

Egentligen racker det att V¢ ligger innuti D, for att g o f ska bli en funktion frdn A till C. Om
delar av V¢ ligger utanfér D, minskar den sammansatta funktionens naturliga
definitionsmangd.




Del I




Inversen till en funktion f ar en funktion som gér motsatsen till vad f gor.

Lt {@. 9. @) - {4 %2}
dir (@) =, f(I)=4, f(@) =2
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Inversen till en funktion f ar en funktion som gér motsatsen till vad f gor.

Lat £ {@, 9, @} - { &, %, 2}
dir f(@) = %, f(I)=4, f(@)

Q><K

< &

—2

D3 ar inversen till f funktionen g : {“ , *,;} — {‘,J,°}
dirg(é) =2, g*)=@, g(F)=0.




Inversen till en funktion f ar en funktion som gér motsatsen till vad f gor.

Lot {@. 9. @) - {4 . %, 2)
dir f(@) = %, f(I)=4, f(@)

Q><K

< &

—2
D3 ar inversen till f funktionen g : {“ , *,;} — {‘,J,a}

dirg(4)=2, g(*)=@, g(&#)=®. Notera att g(f(x)) = x = f(g(x)).




Definition
Inversen till en funktion f : A — B ar en funktion g : B — A som uppfyller g(f(a)) = a for
alla ai A, och omvant g(f(b)) = b fér alla b i B. Om en sidan funktion g existerar, sa sager

vi att f &r inverterbar och vi skriver g = 7.
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Inversen till en funktion f : A — B ar en funktion g : B — A som uppfyller g(f(a)) = a for
alla ai A, och omvant g(f(b)) = b fér alla b i B. Om en sidan funktion g existerar, sa sager

vi att f &r inverterbar och vi skriver g = 7.
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Definition
Inversen till en funktion f : A — B ar en funktion g : B — A som uppfyller g(f(a)) = a for
alla ai A, och omvant g(f(b)) = b fér alla b i B. Om en sidan funktion g existerar, sa sager

vi att f &r inverterbar och vi skriver g = 7.

f

. f~1(x) betyder inte ﬂl;; I




Exempel

Hitta inversen till f(x) =
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Exempel

Uppgift

Hitta inversen till f(x) = 2;:13.

Om =1 ar invers till f, och vi infér y = f(x), s3 ar f~1(y) = f1(f(x)) = x, s3 om vi frdn
funktionsuttryket kan lésa ut x sa har vi hittat en invers.

Foér x # —1 har vi

y = 2;:13 S y(x+1l)=2x-3 & yx—2x=-y-3 & x(y—-2)=-y-3 & x= 7’:23
ochy #2, 53 x=f"1(y) %_23 Har spelar det ingen roll vad variabeln kallas, vi kan lika
—~=>, det &r ju samma regel.

w

girna skriva f~1(x) =
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Exempel

Uppgift

2x—3
x+1 -

Hitta inversen till f(x) =

Om =1 ar invers till f, och vi infér y = f(x), s3 ar f~1(y) = f1(f(x)) = x, s3 om vi frdn
funktionsuttryket kan lésa ut x sa har vi hittat en invers.

Foér x # —1 har vi

y = ;‘+13 < y(x+1)=2x-3 <:> yx=2x=-y—-3 & x(y—-2)=-y—-3 & x= 7’:23
ochy #2,sax=1f" ( ) = y 2 . Har spelar det ingen roll vad variabeln kallas, vi kan lika
3

girna skriva f~1(x) = , det ar ju samma regel.

Notera att Df = R\ {—1} = Vf-1 och Df-1 =R\ {2} = Vf
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Lat f(x) = x> med Dr = [0,2]

— f(x) = x?




Lat f(x) = x> med Dr = [0,2], d& ar f~1(x) = /x med Ds-1 = [0,4].

y

— f(x)=x?
— =
0




Lat f(x) = x> med Dr = [0,2], d& ar f~1(x) = /x med Ds-1 = [0,4].

y

— f(x)=x?
— =
0




e {@.D.@) = {4 %, 2}
Bri@) =4, f(O)=2 f(@)=2.



e {@.D.@) = {4 %, 2}
Bri@) =4, f(O)=2 f(@)=2.

Q@—4&

< &

\

—2




Lat £ {@, < @} - { &, %, 2}
dir (@) = &, f(J)=2, f(@) =2

@—4

< &

N

-2
Om g: {‘ , *,;} — {’,J,e} skulle vara en invers till f s3 maste

dar g(#) = &, och g(#) = @, detta ar inte mojligt.




Ar funktionen f(x) = x?> med Df = R inverterbar?



Ar funktionen f(x) = x?> med Df = R inverterbar?

Nej - antag att det finns en invers g. Vi maste d& ha g(f(2)) = 2 och g(f(—2)) = -2
alltsd bade g(4) = 2 och g(4) = —2, men en funktion kan inte ge flera varden fér samma
input, sa ingen sadan g finns.

Problemet ar alltsd att det "finns flera x-varden fér samma y-vérde".



Definition

En funktion f kallas injektiv eller omvandbar om x; # x» = f(x1) # f(x2). Med ord, "f
skickar olika till olika".




Definition

En funktion f kallas injektiv eller omvandbar om x; # x» = f(x1) # f(x2). Med ord, "f
skickar olika till olika".

Exempel: Funktionen f(x) = x2 med Df =R ar inte injektiv eftersom exempelvis
f(—=2) = f(2).



Definition

En funktion f kallas injektiv eller omvandbar om x; # x» = f(x1) # f(x2). Med ord, "f
skickar olika till olika".

Exempel: Funktionen f(x) = x?> med Dy = R &r inte injektiv eftersom exempelvis
f(—2) =f(2).
Men g(x) = x2 dar D = [0,2] &r injektiv: olika tal i definitionsmangden avbildas till olika tal.



Definition

En funktion f kallas injektiv eller omvandbar om x; # x» = f(x1) # f(x2). Med ord, "f
skickar olika till olika™.

Exempel: Funktionen f(x) = x?> med Dy = R &r inte injektiv eftersom exempelvis
f(—2) =f(2).
Men g(x) = x2 dar D = [0,2] &r injektiv: olika tal i definitionsmangden avbildas till olika tal.

Antag att f : A — B ar en funktion, dir B = Vf. D& ar f inverterbar om och endast om f ar
injektiv.




Del Il




Definition

En funktion f kallas vdxande om x2 > x; = f(x2) > f(x1).
f kallas strangt viaxande om xo > x; = f(x2) > f(x1).
| ord: "storre invarde ger storre utvarde”.




Definition

En funktion f kallas vdxande om x2 > x; = f(x2) > f(x1).
f kallas strangt viaxande om xo > x; = f(x2) > f(x1).
| ord: "storre invarde ger storre utvarde”.

f(x2) 1

Strangt vaxande

fxa) 1




Véaxande, men inte strangt vaxande

xp > x1 = f(x2) > f(x1)




Vaxande, men inte strangt vixande

f(Xl) If(Xg) - Xp > X1 = f(Xz) > f(Xl)




Definition

En funktion f kallas avtagande om xx > x; = f(x2) < f(x1).
f kallas strangt avtagande om x; > x; = f(x2) < f(x7).
| ord: "storre invarde ger mindre utvarde”.




En funktion f kallas avtagande om xx > x; = f(x2) < f(x1).
f kallas strangt avtagande om x; > x; = f(x2) < f(x7).

| ord: "storre invarde ger mindre utvarde”.

Monotonitet

En funktion som antingen ar vixande eller avtagande kallas monoton.
En funktion som antingen &r strangt vixande eller strangt avtagande kallas strangt monoton.

Strangt monotona funktioner ar injektiva, och har darfér invers.




En funktion f kallas avtagande om xx > x; = f(x2) < f(x1).

f kallas strangt avtagande om x; > x; = f(x2) < f(x7).
| ord: "storre invarde ger mindre utvarde”.

Monotonitet

En funktion som antingen ar vixande eller avtagande kallas monoton.
En funktion som antingen &r strangt vixande eller strangt avtagande kallas strangt monoton.

Strangt monotona funktioner ar injektiva, och har darfér invers.

Aven om en funktion inte ir vixande/avtagende/monoton si kan man inda siga att den har

en viss egenskap p3 ett intervall.
Exempel: f(x) = x2 ar strangt vixande fér x > 0 och stringt avtagande fér x < 0.



1

Ar f(x) = 1 vixande eller avtagande?

X




1

Ar f(x) = 1 vixande eller avtagande?

X

f ar strangt avtagande for x > 0,
f ar strangt avtagande for x < 0




1

Ar f(x) = 1 vixande eller avtagande?

X

Fle) 1-- ! f ar strangt avtagande for x > 0,
. i f &r strangt avtagande fér x < 0,
X1 X2 men f &r ej avtagande. Svar: Nej!




Antag att f(x) och g(x) b&da ar vaxande. D3 galler:

¢ f(x) + g(x) ar vaxande
© f(g(x)) ar vaxande
¢ —f(x) ar avtagande

¢ f(—x) ar avtagande




Antag att f(x) och g(x) b&da ar vaxande. D3 galler:

¢ f(x) + g(x) ar vaxande
© f(g(x)) ar vaxande
¢ —f(x) ar avtagande

¢ f(—x) ar avtagande

Det finns en analog sats for avtagande funktioner, det finns ocksa versioner for strangt
vaxande/avtatgande - man far resonera sig fram.



Exempel

Vilka av féljande funktioner ar (strangt) vaxande/avtagande/monotona?
F(x) = V&
g(x) =1+ 25 med D, = [5, 8]
h(x) = x + |x]

Jonathan Nilsson (Linképings Universitet) Grunk Férelisning 5 27/32



Exempel

Vilka av foljande funktioner ar (strangt) vaxande/avtagande/monotona?
F(x) = v/x
g(x) =1+ 25 med Dy = [5,8]
h(x) = x + |x]|

Svar:

f ar strangt vaxande (vi har f(xp) — f(x1) = % > 0da x» > x1)

g 4r strangt avtagande, eftersom k(x) = 1 ar avtagande for x > 0, och
f(x)=1+5-k(x—3).

0 fo <0
h(x) = or x <
2x forx <0
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Exempel

Lat f(x) = x + v/x. Ar f inverterbar? Vad blir f~1(6)?
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Exempel

Lat f(x) = x + v/x. Ar f inverterbar? Vad blir f=1(6)?

Svar: f(x) & summan av tva vixande funktioner, s& den &r vixande.
Det &r svart att ta fram ett explicit uttryck for inversen, men eftersom f(f~1(x)) = x ska
gilla s& maste f(f~1(6)) = 6, s f~1(6) maste vara 4.
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Del IV




Kurvritning

Lat f(x) = x2 med Dy = [1,2]. Skissa var och en av graferna till f(x), g1(x) = —f(x),
g2(x) = f(=x), g3(x) = f(x) — 1, ga(x) = f(x — 1), g5(x) = £(2x), g5(x) = |f(x) — 1.
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Kurvritning

Lat f(x) = x2 med Dy = [1,2]. Skissa var och en av graferna till f(x), g1(x) = —f(x),
82(x) = f(=x), g3(x) = f(x) — 1, ga(x) = f(x — 1), g5(x) = £(2x), g5(x) = [f(x) — 1].

--- f(x) = x?2 y
3 T /I
21 //
‘ \\\ 7 X
-2 -1 1 2
1
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Kurvritning

Lat f(x) = x2 med Dy = [1,2]. Skissa var och en av graferna till f(x), g1(x) = —f(x),
82(x) = f(=x), g3(x) = f(x) — 1, ga(x) = f(x — 1), g5(x) = £(2x), g5(x) = [f(x) — 1].

--- f(x) = x? Y
—g1(x) = —f(x) /
3 T /I
21 //
‘ \\\ 7 X
2 -1 1 2
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Kurvritning

Lat f(x) = x2 med Dy = [1,2]. Skissa var och en av graferna till f(x), g1(x) = —f(x),
82(x) = f(=x), g3(x) = f(x) — 1, ga(x) = f(x — 1), g5(x) = £(2x), g5(x) = [f(x) — 1].

--- 0 f(x) = x?2 y
—&2(x) = f(—x) ;
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Kurvritning

Lat f(x) = x2 med Dy = [1,2]. Skissa var och en av graferna till f(x), g1(x) = —f(x),
82(x) = f(=x), g3(x) = f(x) — 1, ga(x) = f(x — 1), g5(x) = £(2x), g5(x) = [f(x) — 1].

--- f(x) = x?2 y
g(x)=f(x) -1 !
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Kurvritning

Lat f(x) = x2 med Dy = [1,2]. Skissa var och en av graferna till f(x), g1(x) = —f(x),
82(x) = f(=x), g3(x) = f(x) — 1, ga(x) = f(x — 1), g5(x) = £(2x), g5(x) = [f(x) — 1].
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Kurvritning

Lat f(x) = x2 med Dy = [1,2]. Skissa var och en av graferna till f(x), g1(x) = —f(x),
82(x) = f(=x), g3(x) = f(x) — 1, ga(x) = f(x — 1), g5(x) = £(2x), g5(x) = [f(x) — 1].

--- f(x) = x?2 y
— g5(x) = £(2x) ;
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Kurvritning

Lat f(x) = x2 med Dy = [1,2]. Skissa var och en av graferna till f(x), g1(x) = —f(x),
82(x) = f(=x), g3(x) = f(x) — 1, ga(x) = f(x — 1), g5(x) = £(2x), g5(x) = [f(x) — 1].
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Kurvritning

Rita grafen till f(x) = =2.

X
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Uppgift

Rita grafen till f(x) = x=1

xX—2"

Med polynomdivision far vi f(x) = 1+ -15.
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