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Del |




Re

Ett komplext tal z



Re

Ett komplext tal z i normalform (rektangular form) beskrivet med sin real- och imaginardel.



Re

Samma tal z pa polar form, beskrivet med sitt belopp r = |z| och sitt argument arg(z) = v.



Fran polar form till rektangular form

Lat |z| = 2 och arg(z) = §. Skriv z pa form a + bi.
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Lat |z| = 2 och arg(z) = §. Skriv z pd form a + bi.

ol




Fran polar form till rektangular form

Lat |z| = 2 och arg(z) = %. Skriv z pa form a + bi.

=

Re

Enligt bilden har vi sin(§) = 2 och sin(g) = L sdz=a+bi= 2cos(Z) + i2sin(F) = V3 +i.
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Samma resonemang fungerar fér godtyckliga komplexa tal.

Om ett komplext tal z har belopp r och argument v, sa har vi

z = r(cos(v) + isin(v))




Uppgift
Lat z = —2 4 2/3i. Ange belopp och argument (r, v) for talet z.




Lat z = —2 4 2/3i. Ange belopp och argument (r, v) for talet z.

z=-2+23i 2

2V3




Fran rektangular till polar

Lat z = —2 + 24/3i. Ange belopp och argument (r, v) for talet z.

z=—-242V3i 2
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Beloppet ar latt att berdkna:

r=lzl = J(-2)? + (23?2 = VAT 12 =4,
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Fran rektangular till polar

Lat z = —2 + 2/3i. Ange belopp och argument (r, v) for talet z.

z=—-242V3i 2 Beloppet ar latt att berakna:

r=lzl = /(-2)2 + (2V3)? = VE+ 12 = 4.
Enligt bilden har vi ocksa
tan(m —v) = % = /3, s3
7 — v = arctan(v/3) = . Allts blir v = .
Svar: De polara koordinaterna for z ar
(rv V) = (47 2%)
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Samma resonemang fungerar fér godtyckliga komplexa tal.

Om ett komplext tal z = a+ bi med positiv realdel a > 0 s3 ges de polara koordinaterna for z

av r = Va2 + b2 och v = arctan(2)

(N&r a < 0 ar det bast att rita en figur och resonera sig fram som i foregdende exempel)



Lat z; ha belopp r1 och argument vy, och Idt 2o ha belopp r» och argument vs.



Lat z; ha belopp r1 och argument vy, och &t z ha belopp r» och argument v».D3 har vi
z =ri(cos(v1) + isin(v1)) och 2z = r(cos(vz) + isin(vz))

& z1 - zo = rin(cos(vy) + isin(vy))(cos(vz) + isin(vp)) =

rira(cos(vy) cos(va) + i cos(vq)sin(va) + isin(vi) cos(v2) — sin(vy) sin(v2))

= rnra((cos(vq) cos(v2) — sin(vy) sin(v2)) + i(cos(vi) sin(v2) + sin(v1) cos(v2))) =
rira(cos(vi + vo) + isin(vy + v2))

S& produkten z; - z» har belopp r1 - r» och argument vi + vo.



Lat z; ha belopp r; och argument vy, och It z> ha belopp r» och argument v».D& har vi
z =ri(cos(v1) + isin(v1)) och 2z = r(cos(vz) + isin(vz))

& z1 - zo = rin(cos(vy) + isin(vy))(cos(vz) + isin(vp)) =

rira(cos(vy) cos(va) + i cos(vq)sin(va) + isin(vi) cos(v2) — sin(vy) sin(v2))

= rnra((cos(vq) cos(v2) — sin(vy) sin(v2)) + i(cos(vi) sin(v2) + sin(v1) cos(v2))) =
rira(cos(vi + vo) + isin(vy + v2))

S& produkten z; - z» har belopp r1 - r» och argument vi + vo.

Minnesregel

Nar tva komplexa tal pd poldr form multipliceras s& multipliceras beloppen, och argumenten
adderas.




Beloppen multipliceras, argumenten adderas

T Im(z)
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Beloppen multipliceras, argumenten adderas




Rakneregler

*lz-wl=lz| - |wl
2| =

arg(z - w) = arg(z) + arg(w)
arg(z") = n - arg(z)

arg(2) = arg(z) — arg(w)




Rakneregler

©lz-wl = 2] - |wl

|£|_J£L
Z| =

wl

arg(z - w) = arg(z) + arg(w)
arg(z") = n - arg(z)
arg() = arg(z) — arg(w)

Notera att ett komplext tal har flera olika argument Exempelvis kan vi skriva bade
arg(—i) = —% och arg(—i) = 3% (bada ar "samma vinkel” men de skiljer sig med ett varv).
Man kan saga att arg(—/) = 3” + 2nm, dar n € Z, s arg ar strikt talat inte en funktion -
den antar flera varden samtldlgt. Normalt brukar man dock ange argument pa intervallet
[0, 27 eller | — 7, 7].




Exempel

(1+0)°(1+v/3i)

Ange belopp och ett argument for z = (T=nsi
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Exempel

Ange belopp och ett argument for z = (A+1)°(14+/37)

(1—1)5i
2| = |EPAEVED | LHIPLE] V22 16 _ 8y2
(1-7)5i =il = V25 ~ 5/2° 5
arg(z) = 6arg(l + i) + arg(l + V/3i) — arg(1 — i) — arg(5i)
=6X+I—(-2)-Z= (18+4+3-6)r _ 197
- 2 =1
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Funktionen f(x) = €* &r hittills bara definierad for reella x. Hur ska man definiera e nar z ar
komplext? Vi vill att samma rakneregler ska galla som for den vanliga exponentialfunktionen.



Funktionen f(x) = €* &r hittills bara definierad for reella x. Hur ska man definiera e nar z ar
komplext? Vi vill att samma rakneregler ska galla som for den vanliga exponentialfunktionen.

Definition
Om x ar reellt definierar vi

e = cos(x) + isin(x)




Funktionen f(x) = €* &r hittills bara definierad for reella x. Hur ska man definiera e nar z ar
komplext? Vi vill att samma rakneregler ska galla som for den vanliga exponentialfunktionen.

Om x ar reellt definierar vi

e = cos(x) + isin(x)

For att rakneregeln % = e? . " ska galla maste vi d3 definiera

et — e?(cos(b) + isin(b))




Polar form

Om |z| och arg(z) = v s& har vi

z = re" = r(cos(v) + isin(v))

Eftersom z har representeras med belopp och argument kallas bagge uttrycken till hoger i
likekheten for polar form for z.




Polar form

Om |z| och arg(z) = v s& har vi

z = re" = r(cos(v) + isin(v))

Eftersom z har representeras med belopp och argument kallas bagge uttrycken till hoger i
likekheten for polar form for z.

Observationer:

@ eiV = |cos(v)+ isin(v)| = cos?(v +sin2 v) =1 for alla reella v, sa eiV ligger pé
gg
enhetscirkeln i komplexa taIpIanet.



Polar form

Om |z| och arg(z) = v s& har vi

z = re" = r(cos(v) + isin(v))

Eftersom z har representeras med belopp och argument kallas bagge uttrycken till hoger i
likekheten for polar form for z.

Observationer:

° |eV| = |cos(v) + isin(v)| = \/cosz(v) +sin?(v) = 1 for alla reella v, s3 e ligger pa
enhetscirkeln i komplexa talplanet.
o e = cos(v) + isin(v) = cos(v + 2n7) + isin(v + 2nm) = eV 27T for reella v



Polar form

Om |z| och arg(z) = v s& har vi

z = re" = r(cos(v) + isin(v))

Eftersom z har representeras med belopp och argument kallas bagge uttrycken till hoger i
likekheten for polar form for z.

Observationer:

° |eV| = |cos(v) + isin(v)| = \/cosz(v) +sin?(v) = 1 for alla reella v, s3 e ligger pa
enhetscirkeln i komplexa talplanet.
o e = cos(v) + isin(v) = cos(v + 2n7) + isin(v + 2nm) = eV 27T for reella v

o (I‘leivl)(rgeiv2) _ rlrzei(vl—i-vz)'



Exempel

Berakna (1 + )19,
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Uppgift

Berakna (1 + i)1%.

Vi uttrycker 1+ i pa polar form: |1 + i| = /2 och arg(1 + i) = 7 sa
(1+ 7)100 = (\/56“7")100 _ (21/2)1ooe% — 9505257/ _ 950 mi _ _ 950
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Los ekvationen z3 = 8i. Svara pa form a + bi.




Los ekvationen z3 = 8i. Svara pa form a + bi.

Vi skriver bada sidor pa polar form. Vi har da z = re pa polar form dar vi sdker r och v:

(re")? = 8e'2 & rPev = 8e's.

For att likhet ska rada maste beloppen vara lika, och argumenten maste vara lika (upp till en

multipel av 27):
r3=28 r=2
3v=Z%+42nrw < v=7=T4 20"
=2 G 3

For n =0, 1,2 far vi tre olika argument v: ¢, 6”, 32 , men nar n = 3 far vi ter ¢, och vinklarna

upprepar sig. Det finns alltsa bara tre olika. Slutligen gér vi tillbaka till form a —|— bi och far
Svar: Ekvationen har tre lésningar:

= 2e% = 2(cos(Z) +isin(E)) = V3+i
—2e G = 2(cos(3F) +isin(3F)) = V3 +i
= 2% = 2(cos(37”) + /sm(%”)) = -2



22 21

Re

23
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Notera att ldsningarna ligger pa en cirkel i talplanet!



Definition

En ekvation av typen

dar n ar ett givet heltal och ¢ ar ett givet komplext tal, kallas fér en binomisk ekvation.




Definition

En ekvation av typen

dar n ar ett givet heltal och ¢ ar ett givet komplext tal, kallas fér en binomisk ekvation.

Sadana ekvationer kan ldsas genom att forst skriva bada sidor pa poldr form. Om ¢ = re s3
ges ekvationens |6sningar av

.vH2mk

+
z=r"/"e"n diark=0,1,2,...,n— 1.

De n stycken lésningarna ligger jamnt utspridda pa en cirkel med centrum i origo i komplexa
talplanet.



Definition
En ekvation av typen

dar n ar ett givet heltal och ¢ ar ett givet komplext tal, kallas fér en binomisk ekvation.

Sadana ekvationer kan ldsas genom att forst skriva bada sidor pa poldr form. Om ¢ = re s3
ges ekvationens |6sningar av

v+2mk

v+
z=rY""n dark=0,1,2,...,n—1.

De n stycken lésningarna ligger jamnt utspridda pa en cirkel med centrum i origo i komplexa
talplanet.

Det ar bast att lara sig metoden istallet fér formeln ovan.




Re







Uppgift
Lés ekvationen (z — 2 4 )% = 2 4+ 2/3i.




Lés ekvationen (z — 2 +i)® = 2 + 21/3i.

Satt z — 2+ = re', och skriv 2 +2v/3i = 4(3 + % ) = 4é' 6. Vinsterledet blir

. LT . -
(re“’)5 —4e'6 o rPel® = 4€'5.

5 1
rr=4 r =45
:>{5v:”+2n7r <:>{ — & 4 2T
6 V=13 1%
F6r n=0,1,2,3,4 far vi 5 olika argument v: I~ %, 23?—0“, 337—0”, 439—0” men nar n = 5 far vi ater
30, och vinklarna upprepar sig. Det finns alltsd bara fem olika argument. Slutligen gér vi
tillbaka till variabeln z =2 — i + re" = 2 + rcos(v) + i(—=1 + rsin(v)):
Svar: Ekvationen har fem lésningar:
71 =2+ VAcos(35) +i(—1+ V4sin(35)) 22 =2+ VAcos(HT) +i(—1+ Vasin(EF))
23 =2+ VAcos(ZF) +i(—1+ V4sin(EF)) z=2+ \/Zcos(377r) +i(—1+ \/lem(377r))
25—2+\/7lcos(49”) +i(— 1+\/lem(4396r))
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Del IV




Vi har sett att expontentialfunktionen kan uttryckas med sinus och cosinus:
e = cos(x) + isin(x). Faktum &r att det omvanda ocksa géller.

Eulers formler

Vi har cos(x) = e'x"'2—e_'x och sin(x) = eix_2?—ix-




Vi har sett att expontentialfunktionen kan uttryckas med sinus och cosinus:
e = cos(x) + isin(x). Faktum &r att det omvanda ocksa géller.

Eulers formler

Vi har cos(x) = e'x"'2—e_'x och sin(x) = eix_2?—ix-

Bevis: Insittning, notera att e~ = cos(—x) + isin(—x) = cos(x) — isin(x) eftersom cosinus
ar jamn och sinus ar udda.



Exempel

Uttryck sin3(x) som en summa av trigonometriska funktioner utan potenser.
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Exempel

Uttryck sin3(x) som en summa av trigonometriska funktioner utan potenser.

Vi anvander Eulers formler och férenklar med hjalp av (a — b)3 = a3b — 3a%b + 3ab? — b*:

. 3 o (e’-Xfe—iX)3 . e3f><_3e2ixefix+3eixef2ix_ef?u'x o _l e3ix_3eix+3efix_ef3fx
sin®(x) = o = - = —5( 2i )
_ 1 e3’leef3ix e"xfef’lx _ sin(3x) 3sin(x)
=—3(F— -3 5—) =T+ =
. i3 _ sin(3x) 3sin(x)
Svar: sin3(x) = — S | 3sin()
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Exempel

Uttryck sin3(x) som en summa av trigonometriska funktioner utan potenser.

Vi anvander Eulers formler och férenklar med hjalp av (a — b)3 = a3b — 3a%b + 3ab? — b*:

. 3 o (e’-Xfe—iX)3 . e3f><_3e2ixefix+3eixef2ix_ef?u'x o _l e3ix_3eix+3efix_ef3fx
sin®(x) = o = - = —5( 2i )
. 1 e3ixief3ix eixiefix o sin(3x) 3sin(x)
=—3(F— -3 5—) =T+ =
Svar: sin3(x) = _fo) + 735'2()()
Tips: For att testa om formeln troligtvis stammer kan man satta in exempelvis x = 0 eller
X =7.

Formeln ar anvandbar om man exempelvis ska integrera sin3(x) - mer om detta i kommande
kurser.
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Eulers formler kan anvdndas for att minnas trigonometriska samband!




Eulers formler kan anvdndas for att minnas trigonometriska samband!

Sag att vi vill minnas vad cos(5 — v) blir




Eulers formler kan anvdndas for att minnas trigonometriska samband!

T _

Sag att vi vill minnas vad cos(5 — v) blir, vi kan da skriva:

i(5—v) —i(5-v) i v =5 iy
e'2 +e 2 e?e +e 2e
2 - 2

cos(5 —v) =

je= v _ jelv —e V4 el

= sin(v)

2 2i
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