Losningsforslag
Dugga 1 (STN1) pfi Grunk 91MA13/92MA13 den 2025-09-25 kl 8.00-11.00

1. (a) Formeln for aritmetisk summa ger w = 151-10 = 1510.

7
(b) Binomialsatsen ger (2z + 1)7 = Z (Z) (22)%(1)"*, s& z* termen motsvarar
k=0
ke = 4, vilket ger koefficienten (}) - 2 - 13 = T85 . 16 = 35 - 16 = 560.

Svar: a) 1510 b) 560

2. (a) Fall 1: Néar xz > % blir ekvationen 2z — 5 = 3z + 1 & = = —6, men denna
16sning forkastas eftersom den inte tillhor det undersokta intervallet.
Fall 2: Nér = < 3 blir ekvationen —22 +5 =3z + 1 < o = % vilket verkligen
ar en 16sning.

(b) Viharbr+ 1l =0 +1=5z+1l=(z+1)2 =22 -3z-10=0<

(z-32-(3P2-10=0s @2-3)2=22 =3 o a=>5elexz=
—2. Men eftersom implikation anvédndes i forsta steget behover 16sningarna
kontrolleras, och vi ser da att endast = = 5 16ser ursprungsekvationen.

Svar: a)a::% b) x = 5.

3. Kalla polynomet i vansterledet p(z). Vi kvadratkompletterar:
p(2) = 22— (64+20)2+114+10i = (2—(34+1))2—(3+4)2+11+10i = (2—(3+4))2+3+44,
sd vi ska l6sa ekvationen p(z) = 0 < (2 — (3+14))? = —3 — 44. Viinfor z — (3 +1) =
a + bi, s& att var ekvation blir (a + bi)? = —3 — 4i. Vi jamfor nu sidornas realdel,
imaginardel, och absolutbelopp. Detta ger systemet

a2 —b*=-3 2a%2 =2 a=+1
2ab = —4 & 202 =8 & b=4+2
aZ+bv2 =5 ab= -2 ab= -2

dér vi i forsta steget adderade respektere subtraherade ekvation (1) och (3). Sam-
bandet mellan @ och b ger att a = 1 = b = —2 respektivea = -1 = b = 2. Sa
l6sningarna dr att (a,b) = (1, —2) eller (a,b) = (—1,2). Eftersom z =a + bi + 3 + 1
far vi tvd 1osningar z = 4 — i och z = 2 4 3i.

Svar: Ekvationens losningar dr z = 4 — i och z = 2 4 31.
4. Olikheten i uppgiften dr ekvivalent med

— 2 _
12z 20@(2:13—1—3)(95—1—1) 12x>0®2x Tx +3

> 0.
r+1 r+1 - z+1

2+ 3 —

Vi behover faktorisera téljaren, efter att vi brytit ut en faktor 2 kan vi kvadratkom-
plettera:

r- (3= @12 B = @12 (3 =
(x—T—=3)(x—I+42)=(2-3)(z—3). Olikheten vi ska losa &r siledes ekvivalent

2(x — 3)(z — %)

> 0.



Vi gor en teckentabell, faktorn 2 &r alltid positiv och tas ej med. Vi skriver f(z) for
véansterledet ovan:

~1 : 3
c4+1 -] 0 |+ [+ |+ +]|+
=S| - | -0+ ]+ |+
x=3 |- - |-|-1-10]+
flx) |- v [+]0]-]0]+

Sa var olikhet géller nar f(z) > 0:
Svar: Olikheten géller da —1 < z < % eller x > 3.

. Vi foljer tipset. Ndr z &r ett nollstille kan vi l6sa ut z° ur ekvationen p(z) = 0,
ta absolutbeloppet av bdgge sidor, anvidnda triangelolikheten och att alla koeffi-
cienterna har absolutbelopp < 3, och slutligen anvdnda formeln for geometrisk
summa. Vi far

|2 = [32% 4+ (=1 4 2i)2% + 222 — 2 + 3]
<P3L- 2t + (=14 20) ] - 2P+ 2] (212 4+ [ = 1] - [2] + 3]
= 3|2|* + V5|2[> + 2|2* + |2 + 3

<B(al" + [P+ [ 4 2l + 1) = 35 —
Antag nu att |z| > 4, olikheten ovan kan da skrivas om som |z|°(|z| — 1) < 3|z|° =3,
vi samlar || termer och far
[2°(]2] - 4) < 3.

Men enligt antagandet |z| > 4 kan vénsterledet inte bli negativt, sa detta dr en
motsdgelse. Vi kan dérfor dra slutsatsen att alla fem nollstéllen uppfyller |z| < 4.

Kommentar I: Det finns ingen allman formel for att 16sa femtegradsekvationer
exakt, sd det dr hopplost att forsoka rdkna ut de exakta nollstéllena for hand. Men
for att illustrera var nollstdllena faktiskt ligger har vi approximerat dem numeriskt:

|z| =4

k3

Re
.| 24
)

Kommentar II: Uppgiften dr ett exempel pa Cauchys sats som séger att alla nollstéllen
till ett polynom
p(z) = 2"+ ap_ 12"+ arz +ag

uppfyller 2| < 1+ M ddr M = max(|ag|, |a1], ..., |an—1]) dr storsta absolutbeloppet
bland koefficienterna. Cauchys sats kan bevisas med precis samma argument som
i denna uppgift.



