Losningsforslag
Dugga 2 pa Grunk 91MA13/92MA13 den 2024-10-24 k1 14.00-18.00

1. (a) Den generella formeln for en cirkel med centrum i (a,b) och med radie r &r
(x—a)?+ (y—b)2 =r? ivartfallfarvi (z — 3)2 + (y + 1)2 = 4.

(b) |Z’ _ |(1+z)9(2+z)| _ |1+z\9|2+z\’ _ f\2/§\5/5 _ \/54\/5 _ 4\/5'

(1-1) [1—d[®

(c) Bada sidorna é&r positiva, vi logaritmerar och far:
In(2) + zIn(3) = zIn(5) < z(In(5) —In(3)) =In(2) & x = %
Svar: a) (z —3)2 + (y+ 1) =4 b)4vVs5 )z = %
2. (a) arccos(sin(2F)) = arccos(cos(§ — X)) = arccos(cos(—%)) = arccos(cos(%)) =
g, sista steget giller eftersom 0 < § < .

(b) L&t a = cos(arcsin(2)). D4 géller a*> = cos?(arcsin(3)) = 1 — sin®(arcsin(%)) =

1—(2)? = 3. Men eftersom 0 < arcsin(3) < 5 s dr a = cos(arcsin(2)) positivt,

alltsd farvia = \/g = %

(c) Latb = arctan(}) + arctan(—2). Enligt additionsregeln fér tangens blir

B tan(arctan(+))+tan(arctan(—2))

tan(b) - lftan(arctar?(%))-tan(arctan(fZ)) 1+%

Sa tan(b) = —1 = b = arctan(—1) + kr = =5 + kn déar k € Z. For att ta

reda pd vad k dr noterar vi att 0 < arctan(z) < 7 och =5 < arctan(—2) < —7%,
dédrfor maste -5 <b<0sdk=0ochb=—7%
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Svar: a) §

3. (a) Viseratt2 < x < 9 for att alla logaritmer ska vara definierade. For sddana x
kan i vi exponentiera bagge led och vi far
In(z+3)+In(z—2)=In(9-2) & (z+3)(z-2)=9—2 & 22 +2x - 15 =
0 & (z+1)2? =42 1r=-1+4 & z=3ellerz = —5. Enligt vart villkor
uppfyller endast = = 3 ursprungsekvationen.
Svar: x = 3 dr ekvationens enda l8sning.

(b) Vi utgdr fran vansterledet och forenklar tills vi far hogerledet:

eim+e—ir 3 (ei‘”)3+3(eim)2(6_m)—i—3(em)(e_m)2+(e_m)3
e . )
€3ix+3€ix+3e—iaz+e—3ix eSix+e—3iz eix+e—ix

B 2 a 2 T

4cos®(z) = 4( = 4(

= cos(3z)+3 cos(z).

4. Vi skriver ihop cosinus- och sinus-termen med hjélpvinkelmetoden. Vi anséatter
cos(x) —v/3sin(x) = C'sin(x +v). Eftersom sin(x +v) = sin(z) cos(v) 4 cos(x) sin(v)
s& far vi villkoren C'sin(x) = 1 och C'cos(z) = —+/3. Trigonometriska ettan ger
2 =12+3° =4, savikantaC = 2, ochv = 8. Viharnu f(z) = 2sin(z+57)+2,
sa dess graf far vi genom att utga fran grafen for sinusfunktionen, fast med dubbel



amplitud, och férskjuten tva steg uppét och 2T &t vinster:

-2 37 —m —
2

5. Den naturliga definitionsmédngden for g bestar av alla = ddr argumentet for logar-
itmen dr positivt, via exempelvis teckentabell far vi att detta géllerdd 1 < « < 3. Vi
sittery = g(z), forz €]1,3[farvidae? = 2L & (z—1)e! =3 -2 & zeV —e¥ =
3—1 & z(eV+1)=eV+3 & x =953 Dettavisar att g~ (y) = G2

’ eYy+1- ey+1°
Svar: D, =|1,3[och g7(y) = 53

6. Variabelbytet sin(z) = t, samt omskrivningen cos?(x) = 1 — sin?(z) ger
U471 —1)+2—4=0 < 283 -T2+ 2t +3=0.

Vi gissar en rot till ekvationen och finner att ¢ = 1 fungerar, s vi har en faktor
t — 1 i vansterledet enligt faktorsatsen. Polynomdivision (ej utrskriven i detta
16sningsforslag) visar att

23 — T2 42t +3 = (t — 1)(2t* — 5t — 3).

Det aterstar att hitta nollstillena till 2t — 5t — 3, vi bryter ut 2 och kvadrartkom-
pletterar:

Pgi-d = (- BB = (- (1) = -3+ DD = (+D)(-3)

Sa var ekvation kan skrivas 2(t+3)(t—3)(t—1) = 0,sat € {3,1, —1}. For att aterga
till var ursprungliga variabel = 16ser vi ekvationen sin(x) = ¢ for véra tre t-varden.
sin(z) = 3 saknar reella losningar, sin(z) = 1 ger z = % + 2km, och sin(z) = —3 ger
v = -2+ 2kn eller v = — 3T + 2k, dér k € Z.

Svar: Ekvationens losningar ér:

r = 5 + 2km,

r=—2 4+ 2km,

r=—% +2kr, dir k € Z.

Kommentar: Losningarna kan alternativt skrivas ihop till z = § + %TW dar k € Z.



7. (a) For n = 4 blir ekvationen (z + £)* = -1 + # Viinfor z 4+ & = re’ och far
(re®) = e3" o rietiv = 1.¢%5" vilket ger r = 1 och 4iv = 24 2kmi v =

(b)

Kommentar: For varje n ligger 1osningarna pa en cirkel med centrum vid —%

5 dar k € {0,1,2,3}. Detta ger fyra 16sningar:

Samma metod som ovan fast med godtyckligt n ger

m(143k)

Svar:

21261%—%:@

zzze’%r—% —%—i—i‘/?:{

23:ei%f%:f§fi

Z4:ei%—%—%—i 32+1
2w i6km 4

z=e" —2:cos(

2w + 6km
—— )41
3n

7)—% dirk=0,1,2,... . n—1.

For att en sddan 16snings ska vara reell ska 0 = Im(z) = sin(%) — 1, vilket

246k _ w
ger =% = & eller =

2n+6km

= 52X Det forsta fallet ger n = 4 + 12k och det

andra fallet gern = @. Eftersom k &r ett heltal maste alltsd n vara ett heltal

av form 4 + 12k, allts3 ett tal vars rest blir 4 vid division med 12.

Svar: Ekvationen har en reell 16sning for n = 4k + 12 ddr k£ € N, alltsa for

n=4,16,28,40, ...

och med radie 1, hogre n ger fler 1osningar pa cirkeln. Var 16sning visar att for just
n = 4,16,28,40, ...saligger (minst) en 16sning pd reella axeln i komplexa talplanet,

for sadana n dr z = @ en rell 16sning. For n = 16 och n = 4 ser det ut sahér:
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