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1614y _ 1  14-13-12-11-10 __ 14-12-11-10 __ —
L @ 3(5) =13 “5iser = Gous = 1411 =140+ 14 =154.

(b) Riknereglerna for argument ger arg(z) = 9arg(1+i) +arg(v/3+14) —arg(5i) =

9T +5—5= 7“27%22_6) =2 Argumentet definieras upp till multipler av

27T sa andra svar dr mojliga, t ex. —1g-

(c) Bada sidorna dr positiva sd 2773 = ¢% < In(2213) = In(e?) & (z + 3) In(2) =

4 zn(2) +3n(2) =z & 2(In(2) - 1) = —3In(2) & z = £40.

Svar: a) 154  b) &7 o) ¢ = 2

12 T—In(2)"

2. (a) Vi anvénder att cos(z) = sin(§ — ), att sin och arcsin dr udda funktioner,
att sin(xz) = sin(r — z), och att x € [-3, 3] < arcsin(sin(z)) = z. Vi far
arcsm(cos(Ggr)) = arcsin(sin(§— ?)) =ar csm(sm(57ri}2”)) = arcsin(sin(— ?(;)) =
- arcsm(sm(io)) — arcsin(sin(m — —g)) — arcsin(sin(35)) = —37.

(b) Tangens for dubbla vinkeln ger tan(2a) = 2anils — ZtanlrdanV o1
2(v2-1) 2v/2-2 _2v2-2 _ -z
VI T T leavai) — avi2 = L Sa tan(2a) = 1 ger att 2a = § 4 km och
atta = g + T dér k ar ndgot heltal. Men eftersom 0 < a < 7 sd méste k = 0
ocha = Z.
Svar:a) — 3% b) §.

3. (a) Viserattz > 3 for att alla logaritmer ska vara definierade. For sddana x kan i
vi exponentiera bagge led vilket ger
In(z) +In(z —3) =2In(2) + In(7) = 2(r —3) =22 . T 13 -3r-28=0 &
z-3P2-3-2=0e@-32-A2=0c -+ =0«
(x = 7)(x+4) =0 & oz = Teller x = —4. Men enligt villkoret ovan &r endast
x = 7 en losning.
Svar: x = 7 dr ekvationens enda l18sning.

(b) Vi utgar fran hogerledet och forenklar tills vi far vansterledet med Eulers
formler:

) 9 ei:c + e—ix 2 eix _ e—ix 2 621':13 24 6—21'1‘ 622':(3 — 24 6—22':(;
cos?(z)—sin(z) = (¢ ) (& =°f ) = -
2 24 4 —4

e2ix 19+ e—Zix 4 621'3: —24 6—21'3: 262im + 26—2ix 621'37 4 e—Zix
. = 1 = 5 = cos(2z).

4. Eftersom arccos ar strangt avtagande dr ocksa f det. Definitionsméngden till arccos
dr[—1,1]sa f ardefinierad ndr -1 <2z+3 <1 -4<2x < -2 -2<z< -1
SaD;=[-2, —1] Eftersom vardeméangden till arccos dr [0, 7] sd ges vardemédngden
till f av V; = [-5,m — 5]. For att ta fram ett uttryck for inversen stter vi y = f(x)
och 16ser ut « som funktion av y. Fér x € Dy och y € Vy har vi

y = f(x) & y = arccos(2x + 3) — 5 < y + 5 = arccos(2x + 3)

cos(y +5) —3
2

Svar: Dy =[-2,~1], Vj = [-5,7 — 5], och f~1(y) = <752,

Scos(y+h)=20+3 =



5. Vi skriver om vénsterledet med hjdlpvinkelmetoden. Vi ansétter
2sin(z) — V12 cos(z) = C'sin(z + v).

Eftersom sin(zx + v) = sin(x) cos(v) + cos(z)sin(v) sd far vi villkoren C'sin(v) =
12 och C cos(v) = 2. Trigonometriska ettan ger C? = 22 + (—/12)? = 16, s vi

kan ta C' = 4. Vara ekvationer blir sin(v) = —@ = —@ och cos(v) = 1, s& vi kan
tav = —%. Vi har nu visat att 2sin(z) — V12 cos(z) = 4sm(x — %), sé ekvationen i

uppgiften overgar till

r—§ =3x+2km
7) = 4sin(3z) < sin(z — §) = sin(3z) < { eller
x—%zw—3x+2k‘7r

4sin(x —

—2x = § + 2km r=—5%—knm
< < eller < < eller dar k € Z.
4x:4§+2/~m ng—i—%ﬂ
Har kan vi dock se att de z mellan 0 och 27 som 16ser den Ovre ekvationen ar 5”
och 1%” medan de z mellan 0 och 27 som 16ser den nedre ekvationen ar %, 5(? ,
4; , och 11” . Sa alla 16sningar till den 6vre ekvationen ingdr i 16sningarna for den

nedre, sa Vl kan forkota svaret till:
Svar: Ekvationens losningar ar I + 2 dar k € Z.

6. Viinfor £ — 5 = re’ ddr r > 0. Ekvationen kan da skrivas rte! = —8L. Absolut-
beloppet av hogerledet dr 8 och ett argument for hogerledet dr , sa ekvatlonen
kan skrivas rie® = Sleim V1 jamfor belopp och argument pé bagge sidor och fér
ekvationssystemet

v =7+ 2km

1
(it ef s

dar k = 0,1,2,3, vilket ger v € {7, %’r, %’T, %”} Vi gar tillbaka till var ursprungliga
variabel z genom att berdkna sinus och cosinus for dessa vinklar v.

Eftersom 2 — 5 = re' far vi 2 = 5 + re® och
2 2

, 3
z=10+2re" =10+ 256“1 =10 + 3v/2(cos(v) + isin(v))

vilket efter insdttning av de fyra vinklarna v ovan ger

— - _ 141
z =104 3v/2(cos(v) + isin(v)) = 10 + 3\/§(iﬁ +i

J5) =10 +£3+3i.

Svar: Ekvationen har 16sningarna 13 + 37, 13 — 3¢, 7+ 34, och 7 — 3:.



7.

(a)

(b)

Linjen genom A och B har riktningskoefficient ==} = 2 och skar y-axeln i
punkten A, sa linjen har ekvation y = 2x + 1. Vi substituerar detta varde i
ekvationen for den elliptiska kurvan och fér ekvationen

Qr+1)P=2"-zs+led’+dr+1=2"-a+1e2° 42 - 52=0

sr@@?-—4r-5)=0c2((z-2°-3)=0c2(z+1)(z—-5) =0.

Losningarna x = 0 och x = —1 motsvarar punkterna A och B, den tredje
skdrningspunkten mellan kurvan och linjen motsvarar x = 5 vilket enligt
linjens ekvation ger y = 11. Sa tredje skdrningspunkten &r (5,11), och dess
spegelbilden i z-axeln dr (5, —11).

Svar: A® B = (5,—11).

Man kan hér berdkna bdda sidorna explicit och se att bdde vénsterledet och
hogerledet blir B = (—1,—1), sa svaret &dr ja. Men man kan ocksa resonera
geometriskt: Lt alltid P’ betyda spegelbilden av en punkt P i z-axeln. Enligt
definitionen sa ligger A, B, och (A®B)’ pd samma linje. Pa grund av symmetri
ligger darfor @ven A’, B/, och (A@® B) pa samma linje vilket visar att (A® B) &
C=(A®B)® A" = (B') = B. Pd samma vis, eftersom B, C, och (B & C)’
ligger pa samma linje sa ligger dven B’, C' och B @ C pa samma linje, sd
Ao (BaC)=C"® (BaC)=(B") =B.

Svar:Ja, A¢B)eC=B=A& (Ba ().

Kommentar for den som dr intresserad: Denna definition av addition pa el-
liptiska kurvor dr anvandbar eftersom den faktiskt uppfyller den accosicativa
lagen

(AeB)eC=Ad (BaC)

for alla punkter A, B, C' pa kurvan (for att additionen alltid ska bli definierad
fdr man trixa lite i specialfallen ndr punkterna &r varandras spegelbilder eller
nér linjen mellan dem tangerar kurvan).

Tillimpningar inom kryptografi bygger pd att det ar relativt l4tt att givet A
och B pé kurvan berdkna R = A® kB = A® (B®B®---® B), for varje

heltal k (kryptering). Men givet R och A och k dr det mycﬁet svart att berdkna
B (dekryptering), dven for en dator. I praktiken ersédtter man dven de reella
talen med en dndlig kropp Z,, sa att kurvan bestar av alla heltalspar som upp-
fyller kurvans ekvation modulo ett stort primtal p.

Den som é&r nyfiken kan ldsa mer har:
https://en.wikipedia.org/wiki/Elliptic_curve#The_group_law


https://en.wikipedia.org/wiki/Elliptic_curve#The_group_law

Mlustration av 16sningen till 7 a), vi ser att bilden stimmer med véar algebraiska

(5,—11).

16sning: A ® B



